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PRIMENA LESLIJEVE MATRICE U POPULACIONIM MODELIMA
USE OF LESLIE MATRIX IN POPULATION MODELS
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Matematika - MATEMATIKA U TEHNICI

Kratak sadrzaj — U okviru ovog rada prikazana je ana-
liza osobina Leslijeve matrice i primena Leslijevog popu-
lacionog modela kroz primere za odredene populacije.

Kljuéne reci: Populacioni model, Leslijeva matrica,
Leslijev model, matematicki model

Abstract — This paper presents an analysis of characte-
ristics of Leslie matrix and application of Leslie popu-
lation model through examples for specific populations.
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1. UvOD

Populacione projekcione matrice su pristup modeliranju
koji se najvise koristi u ekologiji. Mnogi projekti i studije
koriste projekcione matrice da bi napravili analizu
populacije i razmotrili koji koraci se mogu preduzeti kako
bi se upravljalo populacijom, uglavnhom u smislu kako
spasiti populaciju od izumiranja ali i za kontrolu $teto¢ina
ili invazivnih vrsta.

Glavna osobina koja razdvaja matriéne modele od ranijih
populacionih modela jeste moguénost da se u model
ukljuce parametri koji su od znacaja za populaciju ali tako
da razli¢ite grupe jedinki jedne populacije imaju razlicite
parametre. Glavna pretpostavka u ranijim modelima bila
je homogenost populacije odnosno svaka jedinka u popu-
laciji je imala isti doprinos celokupnoj populaciji.

Leslijev matriéni model je matemati¢ki relativno
jednostavan, ali dovoljno robustan da ima prakticnu
primenu.  Cinjenica da postoje baze podataka
COMPADRE i COMADRE koje sadrze vise hiljada
matrica koje opisuju razlic¢ite vrste biljki i Zivotinja,
pokazuje da su matricni modeli za predstavljanje
populacije vrlo aktuelni za biologe i ekologe. U bazama
se nalazi trenutno vise od 11.000 matri¢nih modela [2].

2. MATEMATICKO MODELIRANJE

Sposobnost da mislimo i zamisljamo, da pravimo genera-
lizaciju na osnovu iskustva, omogucava nam da uocava-
mo obrasce, da predvidamo i upravljamo procesima i
objektima, da izvla¢imo zakljucke. Modeliranje je
znaCajan alat koji inZenjerima i nau€nicima stoji na
raspolaganju. Mozemo reéi da je model apstraktan prikaz,
opis realnog sistema sa svim onim karakteristikama koje
su znacajne za opis problema koji se reSava.
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Na taj na¢in moguce je prikazati sloZen realni sistem na
pojednostavljen nacin. Odabir nivoa apstrakcije modela
nije jednostavan. SloZeni modeli nisu jednostavni za
koris¢enje i kreiranje eksperimenata nad njima nije
jednostavno. SuviSe pojednostavljeni modeli neée na
pravi nacin prikazati ponasanje posmatranog sistema pa
samim tim ni rezultati eksperimenta nad modelom nece
biti od koristi.

Definicija 2.1: Matematicki model je apstrakini model
koji koristi jezik matematike da opiSe ponasanje nekog
sistema

Matematicki modeli su znacajni zato Sto je matematika
veoma precizan jezik i pomaze da se formuliSe ideja i
prikazu pretpostavke. Jezik sa jasno utvrdenim pravilima
za manipulaciju. Svi rezultati koje su matematicari
dokazali godinama unazad nam stoje na raspolaganju, a
racunari dodatno olakSavaju numericke proracune.

3. POPULACIONI MODELI

Populaciona dinamika je grana nauke koja proucava
promene broja i starosti populacija kao i bioloske i druge
faktore koji uticu na njih. Matematicki modeli u popu-
lacionoj dinamici mogu da pruze moguénost za bolje
razumevanje kako se jedna populacija menja kroz vreme.
Modeli se mogu koristiti i za pracenje uticaja izlov-
ljavanja jedne vrste, uvodenja nove vrste u ekosistem ili
za planiranje zastite jedne populacije od izumiranja.
Shvatajuéi znacaj matemati¢kih modela u populacionoj
dinamici naucnici su jo§ krajem 18-tog veka poceli da
razvijaju modele.

4. LESLIJEV MATRICNI MODEL

Jedan od najceSée koriS¢enih modela za rast populacije
koji koriste demografi i ekolozi je Leslijev model.
Projekcija rasta populacije na osnovu prezivljavanja i
plodnosti  su prethodili uspe$sno formalizovanom
matri¢énom modelu Velptona 1936. godine. Lesli je 1945.
godine napisao rad u kojem je predstavio osnovu
projekciju populacije u matri¢noj formi. Kasnije je u
model uklju¢io mortalitet i plodnost i model je nazvan po
njemu Leslijev matricni model populacije. Model je
prosiren 1959. godine sa ukljuCivanjem faktora drugih
¢lanova populacije na rast same populacije, a 1969.
godine Polard je razvio stohastiCku verziju osnovnog
Leslijevog modela. Model je idealan da se Koristi u
nastavi kao primer za primenu karakteristinih korena i
karakteristi¢nih vektora matrice.

4.1. Leslijeva matrica

Osnovni model koji je predstavio Lesli predstavlja rast
zenskog dela ljudske populacije. U modelu, populacija
zena je podeljena na n klasa. Ako se najveca starost
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jedinke u godinama, u populaciji ozna¢i sa L, onda se za
vremenski period jedne klase uzima vrednost tako Sto se

najveca starost jedinke podeli sa brojem klasa % U
polaznom vremenu t =0 uvodi se inicijalni vektor

starosne raspodele po klasama
)]
1
(0)
2
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Yza i=12, .. broj Zenki u svakoj starosnoj

vrednosti xl.(o
klasi.
Vrednosti u svakoj od n klasa se menjaju kroz vreme
zbog prirodnih procesa (radanje, umiranje, starenje)
zadatak je da se inicijalni vektor starosne raspodele
projektuje u buduénost.
Ako posmatramo populaciju u diskretnim vremenima
to, t1, ty, ts, ..., ty, ... 1 pratimo zahtev da je vremenski
interval izmedu tih vremena isti kao i duZina intervala
svake starosne klase.
Sve jedinke iz i + 1 klase u momentu t,,, su bile u klasi
i u momentu t,. Uvode se parametri koji predstavljaju
demografske procese izmedu klasa:
Definicija 4.1.1: Stopa plodnosti a; zai =1,2,...,n je
broj Zenskih potomaka rodenih od jedne Zenske jedinke za
vreme dok je ta jedinka bila u i-toj klasi.
Definicija 4.1.2: Stopa preZivljavanja b; za i = 1,2, ...,n
udeo Zenskih jedinki u i-toj klasi za koje se pretpostavlja
da ce preziveti i preci u klasu i + 1.
Po definiciji vazi da je a; =0 za svako i, pod
pretpostavkom da bar jedno a; mora biti strogo vece od 0.
Takode, 0<b; <1, za svako i=12,..n—1. Za
b; = 0 nijedna jedinka ne prelazi iz trenutne i-te klase u
narednu klasu i + 1.
Vektor starosne raspodele po klasama x® u vremenu t,,
mozemo zapisati kao

=]

(k)

xB) =X

1x]
gde je xi(k) broj jedinki u klasi i u vremenu t;. U vremenu
t, jedinke u prvoj starosnoj klasi su samo jedinke koje su
rodene izmedu vremena t,_, i t; pa vazi da je:

xfk) = alek_l) + azxgk_l) + -+ anx,gk_l)
n

= Z a; xi(k_l).

i=1
Broj jedinki u Klasi i +1zai=12,..,n—1uvremenu
t su jedinke iz i-te klase u vremenu t,_, koje su zive u
vremenu t;, pa sledi:

xl(f)l = bixi(k_l) zai=12,...n—1.
Definicija 4.1.3: Leslijeva matrica je realna matrica
dimenzijan X n. L € R™™, specijalni slucaj projekcione
matrice za populaciju rasporedenu po klasama. Strukture
takve da su u prvoj vrsti matrice vrednosti a; koje
predstavljaju plodnost svake od starosnih klasa, na
dijagonali ispod glavne dijagonale su vrednosti b; koje
predstaviljaju verovatnoéu preZivljavanja jedinki pri
prelasku iz i-te u i + 1 klasu i svi ostali elementi matrice
su nule.

a1 a2 a3 an_1 an‘l
by 0 0 .. 0 0

L=({0 b, O 0 0| [3]
Lo o o b,_, 0]

Skra¢enim zapisom Leslijeva matrica je:x® = Lx®*-D.
Leslijev matricni model radi tako S§to u datom
vremenskom koraku ukupna populacija je prikazana u
vektorskom obliku sa odredenim brojem jedinki u svakoj
starosnoj klasi. Taj vektor pomnozen sa Leslijevom
matricom daje novi vektor sa brojem jedinki u svakoj
starosnoj klasi u narednom vremenskom koraku.
Ako je:
x@D = Lx(O),
x@ = Lx® = [25x©)
x® = [x®@ = [3x©)

x0) = [x*=D = [ky(©)
Odnosno ako znamo inicijalni vektor starosne distribucije
i Leslijevu matricu mozemo utvrditi populaciju jedinki u
bilo kom vremenu u buduénosti.

4.2. Karakteristi¢ni koreni i vektori Leslijeve matrice
Prethodno navedene jednaéine daju uvid u to kako ée
izgledati populacija u odredenom vremenskom trenutku iz
njih ne mozemo da zaklju¢imo kakva je dinamika
procesa. Karakteristi¢ni koreni i karakteristi¢ni vektori se
koriste da se prouci promena populacije kroz vreme u
dinamickom sistemu i tome se daje odgovarajuca
interpretacija. Cilj je da se odredi kako ¢e se populacija
ponasati u buducnosti odnosno da li ¢e opadati, rasti ili
ostati konstantna.
Definicija 4.2.1: Kako je Leslijeva matrica dimenzija
n X n sledi da ima n moguéih karakateristicnih korena
koji zadovoljavaju jednacinu Lx =Ax gde je A
karakteristicni koren koji odgovara karakteristicnom
vektoru x. [3]
Napomena: Razliciti karakteristicni koreni mogu imati isti
moduo (apsolutnu vrednost).
Posledica: Ako je karakteristicni koren po modulu
(apsolutnoj vrednosti) strogo ve¢i nego svi ostali
karakteristi¢ni koreni matrice A € C™*™ tj. | ;| < 4, za
i=23,..,n njega zovemo jedinstven najveci
karakteristi¢ni koren.
Teorema 4.2.1: [1] Teorema Peron-Frobenijusa. Neka
je matrica A ireducibilna onda vazi:
1. Matrica A ima pozitivan (realan) karakteristicni
koren A; takav da za sve ostale karakteristicne
korene vazi |A| < 2.
2. Ay je viSestrukosti jedan i ima karakteristicni
vektor x u kojem su svi elementi pozitivni x > 0.
3. Svaki nenegativni karakteristicni vektor je vektor
X pomnozen sa nekim skalarom.
4. Ako je A primitivna i ima pozitivan (realan)
karakzeristicni koren A, takav da za sve ostale
karakteristicne korene vazi |A| < A;.

Znacaj najveceg karakteristicnog korena podrzan je
Perron-Frobenius-ovom  teoremom za  nenegativne
ireducibilne matrice i zato ima slede¢e osobine:
- Za Leslijevu matricu postoji karakteristicni
koren koji ima vrednost po modulu vecu ili jednaku
svakom od ostalih karakteristi¢nih korena.



- Za Leslijevu matricu postoji karakteristi¢ni
vektor takav da su mu elementi nenegativni

Karakteristi¢ni polinom Leslijeve matrice L je:
p(D) =|AI —L| = A" — ;A" —a,b A2
— azb b, A" 3—... —a,bby ... by
Karakteristi¢ni ~ vektor koji odgovara A, odnosno
nenegativan vektor je reSenje od Lx; = Ayx; i vazi

Moze se zakljuiti odnosno pokazati da je karakteristi¢ni
koren A, visestrukosti jedan.
Teorema 4.2.2: Leslijeva matrica L ima jedinstven
porzitivan karakteristicni koren Ay. Taj karakteristicni
koren je viSestrukosti jedan i ima karakteristican vektor
X1 u kojem su svi ¢lanovi pozitivni.
Teorema 4.2.3: Ako je A, pozitivan karakteristicni koren
visestrukosti jedan Leslijeve matrice L i ako je A; bilo koji
drugi karakteristicni koren matrice L onda je | A;| <
2, gde A; mogu biti kompleksni [3].
Teorema 5.2.3: Ako su dve uzastopne vrednosti a; i a; 4,
u prvoj vrsti Leslijeve matrice L razliciti od 0 onda je
pozitivan karakteristicni koren od L jedinstven najveci ka-
rakteristicni koren. Odnosno matrica L je primitivna [3].

- Ako je ; > 1 populacija se povecava,

- Ako je 4; < 1 populacija se smanjuje,

- Ako je 1; = 1 populacija je stabilna.

Godisnja stopa rasta populacije r data je sa logaritmom
najveceg karakteristicnog korena r = log(4).

Uloga karakteristicnog vektora je da daje stabilnu
raspodelu populacije po starosnim klasama. Populacija
rasporedena  po  starosnim  klasama ¢e  rasti
eksponencijalno samo kada proporcionalni odnosi izmedu
klasa ostaju konstantni. Takode vazi da je 1; = 1 ako i
samo ako

a; + ayby + azb;b,+...+a,bb, ...b,_1 =1,
Ovaj izraz ozna¢avamo sa:

R =a; + a,b, + azb b,+...+a,b1b,y ...by_4
gde R predstavlja ukupnu stopu reprodukcije, za
Leslijevu matricu, jedne populacije i moze se interpretirati
kao prosecan broj rodenih Zenskih jedinki od jedne zenske
jedinke u njenom zivotnom veku.

Teorema 5.2.4: Ako je Leslijeva matrica L ireducibilna i
primitivna i L ima jedinstven najveci karakteristi¢ni koren
Ay > 0 vazi da je:

AL=1<R=1,

AL<1eRL,

AA>1 ©R>1.
Sta se deSava sa populacijama koje nikada ne postizu
stabilno stanje?
Za ovo postoje primeri i prirode, najces¢e kod populacije
insekata.
Analizom karakteristicnih korena mozemo doé¢i do
slede¢ih zakljuéaka. Ako je neprimitivna matrica L

dimenzijan X n gde je d od n karakteristi¢nih korena sa
istom modulom koja je ve¢a po modulu od ostalih d —n
karakteristi¢nih  korena. Tada d predstavlja indeks
neprimitivnosti Leslijeve matrice i pokazuje da populacija
ne dolazi u stabilno stanje nego oscilira sa periodom d.
Ako su 14, ..., 1; karakteristi¢ni koreni vazi da je:

- Za || =...=|2A4] =1 populacija oscilira sa
periodom d kroz iste vrednosti.

- Za |A4] =...= |14 > 1 populacija oscilira sa
periodom d i vrednosti se poveéavaju u svakom
periodu.

- Za |A4] =...=|A4] <1 populacija oscilira sa
periodom d i vrednosti se smanjuju u svakom
periodu.

Primer 4.2.1: [2] U cilju spasavanja ugroZene vrste sova
(Strix accidentalis caurina) 1989. godine uvedene su
stroge mere na severozapadu SAD. Matematicari i ekolozi
su napravili matemati¢ki model kako bi uo¢ili $ta se moze
uraditi kako bi se osigurao opstanak vrste. Iz prikupljenih
podataka napravljena je Leslijeva matrica formata 3 x
3, odnosno populacija je podeljena u tri klase. U prvoj
klasi su ptice do jedne godine starosti, u drugoj Kklasi su
ptice starosti od jedne do dve godine i u trecoj klasi su

0 0 033
ptice starije od dve godine. L = {0.18 0 0
0 071 094

Od ukupne populacije od 4000 jedinki utvrdeno je da se u
prvoj klasi nalazi 900 jedinki, 500 u drugoj Klasi i 2600 u
tre¢oj klasi. Iz tih podataka pocetni vektor starosne

900
raspodele je:x, = l 500 l

2600
Projekcijom pocetnog vektora na period od 50 godina
dobijena je populacija od 1728 jedinki odnosno popu-
lacija se smanjuje, $to je prikazano na slici 1. Cinjenica da
se populacija smanjuje znaci da je najveci karakteristi¢ni
koren matrice L manji od 1. Proverom u matri¢cnom
kalkulatoru dobija se vrednost za najveéi karakteristi¢ni
koren 1, = 0.984 . Ukupan broj jedinki u populaciji
prikazan je graficki Postavlja se pitanje Sta se moze
uraditi za populaciju sova kako bi se sacuvala od
izumiranja. Ako pogledamo matricu Kkoja opisuje
populaciju vidimo da samo 18% jedinki iz prve klase
prezivi i prelazi u drugu starosnu klasu.

‘ \

Slika 1. Graficki prikaz promene broja jediniki populacije
sova
Taj procenat moze biti razlog nestanka populacije. Ako
uspemo da utiCemo na faktore prezivljavanja jedinki iz
prve starosne klase i povecamo taj procenat do granice
gde ¢e najveéi karakteristicni koren biti veé¢i od 1
populacija ¢e biti spaSena od izumiranja. Programski kod
u MatLab pomaze da se pronade odgovaraju¢a vrednost



za stopu preZivljavanja jedinki u klasi 1 kako bi se
osigurao opstanak populacije.

Rezultat izvrSavanja koda

S. preziv. najve¢i udeo u ukupnoj populaciji

klase 1 KK Klasa 1 Klasa 2 Klasa 3
0.18 0.984 0.240 0.044 0.716
0.20 0.988 0.238 0.048 0.713
0.22 0.992 0.236 0.052 0.711
0.24 0.997 0.235 0.057 0.709
0.26 1.001 0.233 0.061 0.707
0.28 1.005 0.231 0.064 0.704

1z rezultata dobijenih izvrSavanjem koda vidi se da ako
26% jedinki iz klase 1 prezivi i prede u klasu 2 karak-
teristi¢ni koren A, prelazi vrednost 1, 4; = 1.0001 i time
je osiguran opstanak populacije.

Leslijeva matrica za posmatranu populaciju je sada:

0 0 0.33
L={026 O 0
0 071 094

Sledec¢i programski kod u MatLab, daje projekciju ukupne
populacije nakon 100 godina za razliCite vrednosti stope
prezivljavanja jedinki iz klase 1 za pocetnu populaciju od

100 jedinki.
fprintf ('S. preziv. ukupna \n')
fprintf ('klase 1 populacija \n')
fprintf ('~ \n'")
f = 10.18, 0.20, 0.22 0.24 0.26 0.28];
for i = 1l:length(f)
A=[00 0.33 ;£(i) 0 0 ;0 0.71 0.94 1;

[v,lambda] = eig(Ad);
lambdavector = max (lambda) ;
B = A"100*[20;30;50];
g = sum(B);

fprintf (' $3.2f

fprintf (' $5.3f

fprintf ('\n'")

L E(L))
'yq)

end

Rezultat izvr§avanja programskog koda:

S. preziv. klase 1 ukupna populacija
0.18 18.230
0.20 28.459
0.22 44.026
0.24 67.515
0.26 102.676
0.28 154.907

Iz rezultata je jasno da ¢e se populacija povecati ako je
stopa prezivljavanje jedinki iz klase 1 veca od 26%.

Primer 4.2.2: [4] Leslijeva matrica za populaciju Bele
zabe (Geocrinia alba) koja se smatra ugroZzenom vrstom.
Populacija je opisana matricom formata 2 x 2. Jedna
starosna klasa predstavlja potomke koji ne mogu da se
razmnozavaju, druga starosna klasa su odrasle jedinke
koje stvaraju potomke. Vremenski korak u modelu popu-
lacije je 1.

0 1.703

A= [0.507 039 I
Koreni karakteristicne jednadine su: A; = 1.144445 |

A, = —1.144445. Kako je najve¢i jedinstven
karakteristicni koren ve¢i od 1 zakljucujemo da se
populacija povecava. Za pocetnu populaciju zadatu sa

vektorom x, = [13000], posle 30 vremenskih koraka

5817

populacija je:x;, = A3%x, = [3909 ’

5. ZAKLJUCAK

Veliki broj radova pokazuje da su matricni modeli
populacija jo$ uvek vrlo zanimljivi za istraZivanje. Dalja
istrazivanja se mogu sprovoditi za beskonacne Leslijeve
matrice, stohasti¢ke Leslijeve matrice, ukljucivanje
faktora gustine populacije na jednom prostoru itd. Veé
napomenuto u radu, Leslijev model predstavlja dobar
primer u nastavi Linearne algebre kod analize
karakteristi¢nih korena i karakteristi¢nih vektora matrice i
kao primer za prakti¢nu primenu.

Za praktican rad sa Leslijevim modelima moguce je
koristiti GeoGebra programski paket. Za matrice vecih
dimenzija neophodno je koristiti MatLab. Pored modela
gde su populacije podeljene u starosne klase standardni
matri¢ni populacioni model moze se primeniti i za
drugacije strukture.

Na primer, populacija moze da bude podeljena u klase
prema prostornom rasporedu populacije u staniStu, po
veli¢ini jedinki (primenljivo na populaciju drveca) ili po
razli¢itim genotipima. Sve te mogucénosti ostavljaju
prostor za dalje istrazivanje.
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