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GENERISANJE SJERPINSKI FRAKTALA UZ POMOC PAJTON PROGRAMSKOG
JEZIKA

GENERATING SIERPINSKI FRACTALS USING THE PYTHON PROGRAMMING
LANGUAGE

Milica Simunovi¢, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast - RACUNARSKA GRAFIKA

Kratak sadrzaj — Polaze¢i od osnovnih koncepata
fraktala u uvodu, u radu je opisana teorijska osnova
fraktala koja obuhvata istoriju, fraktalnu dimenziju,
klasifikaciju fraktala i metode za njihovo generisanje.
Pokazane su prakticne primene, analiziran je fraktalni
fenomen u prirodi i upotreba fraktala u racunarskoj
grafici. Metodologija i alati koriséeni u istraZivanju
ukljucuju programski jezik Pajton (orig. Python) i Gugl
Kolab (orig. Google Colaboratory). Generisani su
Sjerpinski (orig. Sierpinski) trougao, tepih i Mengerov
(orig. Menger) sunder. Prikazani su rezultati i data je
uporedna analiza rezultata. Na osnovu izvrSenih
istrazivanja i dobijenih rezultata, zakljucuje se da se uz
pomoé metoda racunarske grafike mogu generisati
kompleksni oblici, kao sto su fraktali.

Kljuéne reéi: Fraktali, metode za generisanje, Sjerpinski
trougao, Sjerpinski tepih, Mengerov sunder, Pajton

Abstract — Starting from the basic concepts of fractals in
the introduction, the paper describes the theoretical
foundation of fractals, which encompasses their history,
fractal dimension, classification of fractals, and methods
for their generation. Practical applications are
demonstrated, and the fractal phenomenon in nature, as
well as the use of fractals in computer graphics, is
analyzed. The methodology and tools used in the research
include the Python programming language and Google
Colab. Sierpinski triangle, carpet, and Menger sponge
are generated, and the results are presented with a
comparative analysis of the outcomes. Based on the
conducted research and obtained results, it is concluded
that complex shapes, such as fractals, can be generated
with the help of computer graphics methods.

Keywords: Fractals, generation methods, Sierpinski
triangle, Sierpinski carpet, Menger sponge, Python

1. UvOD

Fraktal je geometrijski lik koji se moze razloziti na manje
delove tako da je svaki od njih, makar priblizno,
umanjena kopija celine. Jo§ se kaze da je takav lik sam
sebi sli¢an. Matematika koja se nalazi u osnovi fraktala
pocela je da poprima svoj oblik u 17. veku kada je mate-
maticar i filozof Lajbnic razmatrao osobinu rekurzivne
sli¢nosti samom sebi [1].

NAPOMENA:
Ovaj rad proistekao je iz master rada ¢iji mentor je
bila dr Isidora DPurié, docent.

Predmet rada predstavlja analiza, generisanje i vizueli-
zacija fraktala u oblasti racunarske grafike. U tu svrhu,
izvrSen je teorijski pregled klasi¢nih tipova fraktala, kao i
prakticna primena metoda racunarske grafike za generi-
sanje nekoliko razli¢itih tipova Sjerpinski (eng. Sierpin-
ski) fraktala. Cilj rada predstavlja generisanje Sjerpinski
fraktala uz pomo¢ Pajton (Python) programskog jezika.
Rezultati istrazivanja pokazuju da je, uz pomo¢ metoda
racunarske grafike, omoguceno jednostavno generisanje
kompleksnih matematickih oblika, kao Sto su fraktali.
Znacaj rada ogleda se u upotrebi popularnih alata, bes-
platnih za upotrebu, kao $to su programski jezik Pajton i
Gugl Kolab okruzenje, za generisanje i vizuelizaciju kom-
pleksnih oblika.

Tokom izrade rada kori$éene su razli¢ite metode istraZi-
vanja. Na teorijskom planu, sprovedena je analiza literatu-
re koja obuhvata oblasti o istoriji fraktala, matematickoj
primeni, razvoju fraktala, kao i analiza literature u kojoj
se mogu prouciti Cinjenice o klasi¢nim fraktalima i
fraktalnoj dimenziji. Prakti¢ni deo istrazivanja ukljucuje
primenu programskog jezika Pajton za generisanje i vizu-
alizaciju fraktala. Konkretno, kreirani su vizuelni prikazi
dvodimenzionalnog Sjerpinskog tepiha i trodimenzi-
onalnog Mengerovog sundera (Sjerpinski tepih u tri di-
menzije).

2. TEORIJSKE OSNOVE

Euklidska geometrija, karakteristi¢na za pravilne matema-
ti¢ke oblike kao §to su konus, piramida, kocka i sfera, ne
predstavlja najbolji nacin da se opiSu prirodne forme
nepravilnih i neravnih oblika, kakvi su i sami fraktali [2].
U prirodi se mogu sresti brojni oblici koji odgovaraju
fraktalima, a to su: oblaci, planinski venci, obale, pahulje,
grane drveca, pluca, neuroni, elektricne munje i sli¢no.
Kako bi razumeli svet, ljudi traZe jednostavne opise
onoga §to vide pred sobom.

,Oblaci nisu sfericni, planine nisu konusi, obale nisu
krugovi, kora nije glatka, a ni munja ne putuje
pravolinijski [3].

Neki od matematickih primera fraktala, pored Mandelbro-
tovog skupa, jesu Sjerpinski trougao (eng. Sierpinski
triangle), Sjerpinski tepih (eng. Sierpinski carpet),
Kohova pahulja (eng. Koch snowflake), Pitagorino drvo
(eng. Pythagoras tree), Zmajeva kriva (eng. Dragon
curve), Kantorov skup (eng. Cantor set), Zulija skup (eng.
Julia set) [4].
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2.1 Metode generisanja fraktala

Fraktali mogu biti generisani pomocu odredenih softvera.
Softveri za generisanje fraktala predstavljaju Siroku paletu
grafickih alata koji sluze za stvaranje slika fraktalnih
oblika. Na trziStu postoji mnogo programa za generisanje
fraktala, kako besplatnih, tako i komercijalnih. Pored
toga, postoje i mobilne aplikacije koje omogucavaju
eksperimentisanje. Softveri mogu dati doprinos u razume-
vanju fraktalnih matematickih koncepata. U osnovi, pos-
toje dva kljucna pristupa za kreiranje fraktala. Prvi pristup
ukljucuje iteraciju, gde se ponavljaju odredene racunske
operacije putem rekurzivnog procesa (kako bi se
pojednostavili proracuni).

Sa druge strane, drugi pristup koristi sisteme iterativnih
funkcija koji se sastoje od niza afinih transformacija. U
prvom pristupu, svaki piksel na slici fraktala se analizira
na osnovu odredene matematicke funkcije, a zatim se
boji, pre nego $to se isti proces primeni na sledeci piksel.
Ovaj metod karakteriSe tradicionalni stohasticki pristup
generisanja fraktala. Drugi pristup gradi linearni model
fraktala putem kombinacije afinih transformacija [5]. U
prakticnom delu master rada su fraktali generisani putem
Pajton skripte u oruzenju Gugl Kolab, bez ikakvog
postojeceg softvera, medutim, postoji i ovakav nacin
kreiranja fraktala.

2.2 Klasi¢ni fraktali

Neki matematicki primeri fraktala su bili poznati mnogo
godina ranije pre nego §to ih je poljsko-francuski mate-
matiCar Benoa Mandelbrot, otac fraktalne geometrije,
prozvao svojim poljem. Nisu svi fraktali smeSteni u ravni.
Poenta je proSirenje na tri dimenzije. Na slici 1 su u gor-
njem redu prikazani tre¢ina Kantorovog skupa, Sjerpinski
trougao, Sjerpinski tepih i Kohova pahulja. U donjem
redu su verzije ovih fraktala u trodimenzionalnom obliku
Kantorova kocka (Kantorov oblak), Sjerpinski tetraedar,
Mengerov sunder i Kohov tetraedar [2].

Slika 1. Osam klasi¢nih fraktala u dve dimezije (iznad) i
tri dimenzije (ispod) [2]

Sjerpinski tepih, prvi put opisan 1916. godine od strane
Vaclava Sjerpinskog (orig. Wactaw Sierpinski), je fraktal
formiran deljenjem jedinicnog kvadrata na devet kongru-
entnih kvadrata, uklanjanjem sredi$njeg i ponavljanjem
procesa za svaki od preostalih osam kvadrata beskonacno
mnogo puta [6]. Upravo ovaj fraktal ¢e biti generisan u
prvom delu prakti¢nog rada.

Nakon prvog koraka dobije se 8 jednakih kvadrata, nakon
drugog koraka 64, a nakon n-tog koraka postoji 8™
kvadrata. Sjerpinski tepih se smatra i generalizacijom
Kantorovog (orig. Cantor) skupa [7]. Na slici 2 prikazan
je Sjerpinski tepih.

Slika 2. Sjerpinski tepih [8]

Mengerov sunder je prvi put opisao austrijski matematicar
Karl Menger (eng. Carl Menger) 1926. godine kao deo
svog istrazivanja naCina za generalizaciju pojma
dimenzije [2]. Mengerov sunder ¢e biti generisan u
drugom delu prakti¢nog rada.

Mengerov sunder je trodimenzionalna varijanta Sjerpins-
kog tepiha. Cesto se naziva i Sjerpinski-Mengerov sunder.
Svaka strana Mengerovog sundera jeste Sjerpinski tepih.
Dobija se na sli¢an nacin kao i tepih Sjerpinskog, samo
§to je pocetni oblik, umesto kvadrata, kocka. Kocka se
deli na 27 kocaka ¢ije su duzine stranica tri puta manje od
pocetne. Nakon toga se oduzima 7 kocaka, odnosno
srediSnja 1 6 kocaka koje se nalaze u sredi§tima strana
pocetne kocke. Postupak se ponavlja sa preostalim
kockama. Na slici 3 prikazan je Mengerov sunder, prve tri
iteracije [7].

Slika 3. Mengerov sunder, prve tri iteracije [2]

3. PREDMET I CILJ ISTRAZIVANJA

Predmet istrazivanja rada obuhvata oblast kompjuterske
geometrije s fokusom na generisanje i vizualizaciju
fraktala u racunarskoj grafici. U tu svrhu koriséen je
programski jezik Pajton (orig. Python) i Gugl Kolab (orig.
Google Colab). Specifi¢no, cilj istraZivanja je generisanje
i vizualizacija dvodimenzionalnog (2D) i trodimenzio-
nalnog (3D) Sjerpinskih tepiha. Tema i svrha istrazivanja
ovog rada usmereni su ka detaljnom istrazivanju fraktala,
kao slozenih geometrijskih oblika koji se pojavljuju u
raznim naucnim disciplinama i prirodi. Rad se sastoji od
teorijskog i prakticnog dela, a oba aspekta imaju za cilj
prakti¢nu analizu fraktala.

Prakti¢ni deo istrazivanja ukljucuje primenu programskog
jezika Pajton za generisanje i vizualizaciju fraktala.
Konkretno, kreirani su vizualni prikazi dvodimenzional-
nog Sjerpinskog tepiha i trodimenzionalnog Mengerovog
sundera (Sjerpinski tepih u tri dimenzije), i izvrSena je
uporedna analiza koriS¢enih metoda, kao i dobijenih
rezultata. U radu je opisano i prethodno istrazivanje koje
ukljuCuje generisanje i vizualizaciju Sjerpinski trougla.
Cilj ovog dela istrazivanja bio je demonstrirati kako se
fraktali mogu generisati i vizualizovati pomocu
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programskog jezika Pajton, istraziti njihovu strukturu i
karakteristike, i vizuelno ih prikazati.

4. GENERISANJE | VIZUALIZACIJA SJERPINSKI
TEPIHA | MENGEROVOG SUNDPERA UZ POMOC
PAJTON PROGRAMSKOG JEZIKA

4.1. Sjerpinski tepih

Pajton kod, u kom je generisan Sjerpinski tepih, ima
svrhu generisanja animiranog GIF-a koji prikazuje tepih.
Ovaj tepih je slozena fraktalna struktura koja se formira
rekurzivno, i to sa odredenim brojem nivoa dubine. Svaki
nivo dodaje detalje tepihu, a nivoi se kombinuju kako bi
se stvorila animacija.

Kona¢ni rezultat je animirani GIF Koji prikazuje
postepeno formiranje Sjerpinskog tepiha. Odradeno je pet
iteracija, jer sve iznad toga je zahtevno za racunar i Stvara
se gusta mreza kvadrata. Na slici 4 prikazano je prvih 5
iteracija (i nulta od koje se pocinje).

Slika 4. Prvih pet iteracija Sjerpinski tepiha

4.2. Mengerov sunder

Drugi Pajton kod generiSe animaciju Mengerovog sundera
u trodimenzionalnom prostoru. Mengerov sunder je
slozena fraktalna struktura koja se formira rekurzivno, sa
odredenim brojem nivoa dubine. Kod koristi biblioteke
poput Matplotlib za crtanje i PIL za manipulaciju slikama
kako bi se kreirala animacija.

Svaki nivo dodaje detalje sunderu, a animacija prikazuje
postepeno formiranje ove fraktalne strukture. Samim tim
Sto se radi o trodimenzionalnom prostoru, zahtevnije je i
za sam racunar, stoga mnogo vise vremena je potrebno da
se kod izvrsi nego §to je to bio slucaj sa tepihom u
prethodnom kodu.

Najpre je odadeno tri iteracije (pocevsi od nulte), samim
tim je na prvoj slici ispunjena kocka. Na slici 5 prikazan
je Mengerov Sunder, prve tri iteracije.

5. UPOREDNA ANALIZA REZULTATA

U master radu je opisan i postupak generisanja
Sjerpinskog tepiha, obradenom u toku semestra na
predmetu Kompjuterska geometrija. U skladu sa tim, u
nastavku teksta C¢e biti analizirane slicnosti i razlike
prilikom generisanja sva tri fraktala.

-
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Slika 5. Mengerov sunder, prve tri iteracije

Zajednicke karakteristike ovih kodova su najpre korisée-
nje Pajton programskog jezika za implementaciju, a
koriste i biblioteke za postizanje ciljeva (za vizualizaciju,
rad sa nizovima, rad sa slikama i sli¢no). Sva tri koda
koriste funkcije za organizaciju koda i omogucavaju mo-
dularnost, Sto olakSava ¢itanje i razumevanje koda. Imaju
komponentu za prikazivanje rezultata (za vizualizaciju).
Svi kodovi omoguc¢avaju postavljanje razlicitih parame-
tara kao Sto su nivo detalja (broj iteracija), velicina, tra-
janje animacije i drugi parametri kako bi se kontrolisalo
generisanje i prikazivanje fraktalnih oblika. Zajednicko za
Sjerpinski tepih i Sjerpinski sunder jeste da se koriste
rekurzivni pristupi za generisanje.

Razlike izmedu kodova Sjerpinskog trougla, tepiha i
sundera su to Sto svaki kod koristi razliCite biblioteke
specificne za svoju svrhu. Zajednicko im je da je
biblioteke potrebno uvesti za rad, ali sustinski koriste
razli¢ite biblioteke u skladu sa ciljevima. Na primer, prvi
kod koristi matplotlib i random, drugi koristi PIL i
IPython.display, dok tre¢i koristi matplotlib, numpy,
mpl_toolkits.mplot3d, PIL i io.

Metode generisanja razlikuju se izmedu koda za trougao i
kodova za tepih i sunder. Kod za Sjerpinski trougao
koristi slucajnu Setnju kako bi trougao bio generisan, dok
druga dva, kao $§to je navedeno, koriste rekurzivne
pristupe. Razlika se primecuje kod vrste vizualizacije, jer
prvi kod prikazuje tacke u ravni, drugi kod generise gif
datoteku koja prikazuje tepih s razli¢itim nivoom detalja,
dok tre¢i kod koristi aniamaciju za trodimenzionalnu
vizualizaciju sundera. Prvi kod, za Sjerpinski trougao, ne
Cuva rezultat kao gif datoteku, ve¢ koristi matplotlib za
generisanje statikog prikaza Sjerpinskog trougla u okviru
Gugl Kolab okruZenja, ali ne generi$e animaciju niti cuva
rezultat kao gif datoteku. Drugi kod, za generisanje
tepiha, generiSe gif animaciju koja prikazuje tepih i cuva
je na raCunar. Tre¢i kod, za generisanje sundera,
animaciju prikazuje u okruzenju Gugl Kolab i daje
mogucénost da se animacija pusti ispocetka, pusti unazad,
ponavlja beskonacno ili samo jednom, a takode tu
animaciju ¢uva kao gif datoteku.
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lako postoje zajednicki elementi, ova tri koda ¢ine
razli¢itim razlike u svrsi, algoritmima i specifi¢nostima
implementacije. Svaki kod je usmeren razliCitoj vrsti
Sjerpinski oblika (trougao, tepih ili sunder) i koristi
razli¢ite tehnike kako bi postigao svoj cilj.

6. ZAKLJUCAK

Na osnovu prethodnih istrazivanja, kao i istrazivanja
sprovedenih u radu zakljuéeno je da se generisanje
fraktala (Sjerpinski) moze posti¢i razli¢itim tehnikama i
algoritmima. Sjerpinski trougao je moguce iscrtati
pomocu slucajne Setnje, odabirom tacke unutar velikog
trougla, a zatim nasumicnim kretanjem prema jednom od
vrhova velikog trougla i crtanjem tacke na pola puta
izmedu trenutne tacke i odabranog vrha. Ovaj proces se
ponavlja mnogo puta kako bi rezultat bio Sjerpinski
trougao.

U ovom istrazivanju se moglo zakljuéiti da se prilikom
kreiranja fraktala proces ponavlja i da se generisani oblik
sastoji od replika manjih dimenzija. Vizualizacijom se
moze primetiti da je fraktal umanjena replika celine koja
se ponavlja u beskonacnost.

Kod generisanja Sjerpinskog tepiha, deli se veliki kvadrat
na manje kvadrate, s tim da je jedan centralni, i taj
postupak se ponavlja, s tim da se svaki put smanjuje
veliina kvadrata.

Tre¢i kod, Mengerov sunder, zapravo je tepih u
trodimenzionalnom prostoru i su$tina je ista kao kod
tepiha, samo su u pitanju kocke. Jedna kocka se deli na
viSe kocaka 1 ona u sredini se izbacuje. Zakljucak je da je
uz pomo¢ metoda racunarske grafike, omogucéeno
jednostavno  generisanje kompleksnih matematickih
oblika, kao $to su fraktali.

U ovom radu, u tu svrhu koris¢eni su programski jezika
Pajton i Gugl Kolab radno okruzenje. Znacaj rada ogleda
se u upotrebi popularnih alata, besplatnih za upotrebu, kao
$to su programski jezik Pajton i Gugl Kolab okruZenje, za
generisanje i vizuelizaciju kompleksnih oblika.
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