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KOMBINATORNE IGRE
COMBINATORIAL GAMES

Jelena Ljiljanié, Fakultet Tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast — MATEMATIKA U TEHNICI

Kratak sadrzaj — Rad sadrZi osobine kombinatornih iga-
ra, koje predstavijaju posebnu klasu u matematickoj teo-
riji igara. Definisu se glavni elementi ovih igara i navodi
osnovna podela. Takode, prolazi se kroz razliCite prime-
re ovih igara, kao i kroz razlicite nacine analize pozicija
i strategija u igri.

Kljucne reci: Igra, pozicija, strategija

Abstract - The paper presents the characteristics of combi-
natorial games, which represent a special class in the mat-
hematical game theory. The main elements of these games
are defined, and the basic classification is provided. Addi-
tionally, various examples of these games are discussed,
along with different methods of analyzing positions and
strategies in the game.

Keywords: Game, position, strategy.
1. UVOD

Kombinatorne igre su igre za dva igraca sa savrSenim infor-
macijama i bez slucajnih poteza. To znaci da su oba igraca
u svakom trenutku svesna svih poteza koji su napravljeni i
svih informacija koje su dostupne i da nisu dozvoljeni slu-
¢ajni potezi kao Sto su bacanje kocke ili deljenje karata.
Ishod ovih igara je dobitak za jednog, a gubitak za drugog
igraca. Kombinatorne igre odreduje skup pozicija, uklju-
cujudi i pocetnu poziciju igraca, i skup dozvoljenih poteza
izmedu pozicija. Igra se krece od jedne pozicije do druge,
pri cemu se igraci obi¢no smenjuju u potezima, sve dok se
ne dostigne terminalna pozicija. Terminalna pozicija je ona
iz koje potezi viSe nisu moguéi. Tada se jedan od igraca
proglaSava pobednikom, a drugi gubitnikom.

2. OSOBINE KOMBINATORNIH IGARA

Za kombinatornu igru sa skupom pozicija X kaZe se da
je progresivno ograni¢ena ako za svaku pocetnu poziciju
x € X postoji kona¢no ograni€enje broja poteza do zavrset-
ka igre. Maksimalan broj poteza od x do zavrS$ne pozicije
oznacava se sa B(x).

Opsta podela kombinatornih igara je na dve kategorije. Pr-
va kategorija su igre u kojima su pobednicke pozicije i do-
stupni potezi jednaki za oba igraca, ovakve igre na engle-
skom nose naziv impartial. Druga kategorija su igre u koji-
ma svaki igra¢ ima razlicite skupove pobednickih pozicija
ili razlic¢iti skup mogucdih poteza sa date pozicije, takve igre
nose naziv partizan[1]].
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U standardnom obliku kombinatorne igre pobeduje onaj
igra¢ koji je poslednji odigrao potez. Igre u kojima igrac
koji je poslednji odigrao potez gubi nazivaju se miseére.
2.1. P- i N-pozicije kod impartial igara

Za bilo koju impartial kombinatornu igru, definiSemo sa N
skup pozicija koje igracu koji je na redu mogu garantovati
pobedu-takve pozicije nazivamo N-pozicijama. Skup pozi-
cija sa kojih svaki potez vodi ka N-poziciji oznatavamo sa
P, pozicije koje pripadaju ovom skupu mogu garantovati
pobedu prethodnom igracu i nazivamo ih P-pozicije. Svaka
moguca pozicija u igri je ili P-pozicija ili N-pozicija. Da
bismo uspeli da reSimo i analiziramo igru najpre moramo
da odredimo koje su to P-pozicije, a koje N-pozicije.

Definicija 1 P-pozicije i N-pozicije su definisane rekurziv-
no slede¢im tvrdnjama:

* Sve terminalne pozicije su P-pozicije.

e Sa svake N-pozicije postoji bar jedan potez do P-
pozicje.

e Sa svake P-pozicije svaki potez vodi do N-pozicije.

Nakon pravilno odredenih P-pozicija i N-pozicija, lako uo-
¢avamo da je strategija pomeranja ka P-pozicijama zapravo
pobednicka stategija[2].

Teorema 1 U progresivno ogranic¢enoj impartial kombi-
natornoj igri u standardnom obliku, sve pozicije spadaju u
NUP. Dakle, iz bilo koje pocetne pozicije, jedan od igraca
ima pobednicku strategiju.

3.NIM

3.1. Igra Oduzimanja

Igra Oduzimanja spada u impartial kombinatorne igre. Ne-
ka se na gomili na stolu nalazi n Zetona, n € N, i neka je S
skup pozitivnih celih brojeva manjih od n. Pravila igre su
slede¢a: imamo dva igraca (igraca I i igraca II), koji igra-
ju naizmenic¢no, potez svakog igraca se sastoji u tome da
iz gomile od n Zetona uzme s Zetona, gde s € S. Igrac koji
uzme poslednji Zeton pobeduje. Za bilo koje n € N ova igra
je progresivno ograniena sa B(x) = n. Za analizu ove igre
koristimo indukciju unazad.

Zamislimo da se na stolu nalazi 21 Zeton, igrac I i igra¢ 11
imaju zadatak da naizmeni¢no uzimaju po 1, 2 ili 3 Zeto-
na, sve dok na stolu ne ostane nijedan Zeton. Dakle, skup
S={1,2,3}, an="21. Postoji samo jedna terminalna pozi-
cija i to je kada na stolu ostane 0 Zetona, po definiciji sledi
da je to P-pozicija. Ukoliko na stolu ostane jedan, dva ili tri
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Zetona igrac koji je na redu da povuce potez pobeduje, te su
to N-pozicije. Pretpostavimo da je na stolu ostalo Cetiri Ze-
tona, oni predstavljaju gubitak za igraca koji je naredni na
potezu, ali i pobedu za prethodnog igraca. Zaklju€ujemo
da je slucaj kada na stolu ostanu Cetiri Zetona P-pozicija.
Vidimo da ¢e nam pozicije kada na stolu nakon naseg po-
teza ostane 0, 4, 8, 12, 16 i1 20 Zetona doneti pobedu. Ka-
ko broj 21 nije deljiv sa Cetiri, igra¢ I uvek moZe pobediti
ako u svom prvom potezu uzme jednu Sibicu. Sta god igra¢
IT uradio, igra¢ I moZe pobediti tako Sto ¢e uvek uzimati
onoliko Zetona koliko je potrebno da na stolu ostane broj
Zetona deljiv sa 4.

3.2. Igra Nim i pojam Nim-zbira

Na samom pocetku igre se na stolu nalazi nekoliko gomi-
la Sibica, svaka od tih gomila sadrZi konacan broj §ibica.
Dozvoljeni potezi ove igre su sledeéi: igraci naizmeni¢no
sklanjaju pozitivan broj §ibica iz koje god gomile Zele. Da-
kle, dozvoljeno je uzeti koliko god Sibica Zeleli sa gomile
koju odaberete, ali za vreme jednog poteza nije dozvolje-
no uzimati $ibice sa razli¢itih gomila. Pobednik je onaj koji
uzme i poslednju Sibicu. Poziciju u igri éemo oznacavati sa
(x1,%2,...,x;). Ovo znaci da postoji k gomila §ibica i da se
u prvoj gomili nalazi x; Sibica, u drugoj x, Sibica, i tako
dalje. Nim-zbir brojeva se nalazi predstavljanjem brojeva u
bazi dva i kori§¢enjem sabiranja sa modulom dva na odgo-
varaju¢im komponentamal3].

Definicija 2 Nim-zbir brojeva x = (XmXp—1...X1X0)2
iy= (mem—l ...y1y0)2 je broj z = (ZmZm—l---ZlZO)Z-
Pisemo (xmxm_1 .. .x1x0)2 D (Ym)’m—l .. .y1y0)2 =
(Zmzm—1---2120)2, gde je zx =2 xx +yr, k= 1,...,m,
a =, ostatak pri deljenju sa dva.

Teorema 2 Pozicija X = (x1,x2,...,x;) igre Nim je P-
pozicija ako i samo ako je Nim-zbir njenih komponenti jed-
nak nuli, tj. ako je x1 ®xy @ --- D x; = 0.
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Slika 1: Pobeda igraca Il u igri Nim

Na stolu se se 16 Sibica rasporedenih u 4 gomile. Sta-
vimo se u ulogu igraca Il i pokuSajmo da dobijemo ovu
igru konstantnim prelaZenjem na P-pozicije, odnosno pozi-
cije cije je Nim-zbir jednak nuli. Na slici|l|je predstavijen
tok cele partije igre Nim, potezi igraca I su u potpunosti
slucajni, dok su potezi igraca Il prelazi na P-pozicije.

4. GRAFICKO PREDSTAVLJANJE IGARA I
SPRAG-GRANDIJEVA FUNKCIJA

Pojedine kombinatorne igre moZemo predstaviti i uz po-
mo¢ usmerenog grafa. To se postiZe identifikovanjem pozi-
cija u igri sa ¢vorovima grafa i poteza igre sa putevima u
grafu. Dakle, za usmereni graf G = (X, F) skup X e biti
skup pozicija u igri, dok ¢e F biti funkcija i za svako x € X,
F(x) C X Ce predstavljati pozicije na koje igra¢ moze da
se pomeri sa pozicije x. Pozicije koje pripadju skupu F (x)
nazivamo sledbenicima pozicije x. Ukoliko je F(x) = 0 po-
zicija x je terminalna pozicija. Kao i do sada imamo dva
igraca, igraca I i igraca II, oni se naizmeni¢no smenjuju u
potezima i uzmimo da prvi igra igra¢ I. Kod igara na grafo-
vima potrebno je najpre odrediti poCetnu poziciju xy € X,
dalje se sledi sledeée pravilo: na poziciji x igra€ koji je na
redu da igra bira poziciju y € F(x). Onaj igra¢ koji se nade
na terminalnoj poziciji u svom potezu i stoga ne moze dalje
da igra, gubi.

4.1. Sprag-Grandijeva funkcija

Pored P- i N- pozicija za analizu igara na grafovima moZe
se koristiti i Sprag-Grandijeva funkcija.

Definicija 3 Sprag-Grandijeva funkcija grafa G = (X, F)
Jje funkcija g definisana na X, koja uzima nenegativne celo-
brojne vrednosti tako da:

gx)=min{n >0:n#g(y)zay € F(x)}.

Funkciju g moZemo definisati i preko minimalnog iskljuc-
nog elementa kao:

g(x) =mex{g(y) :y € F(x)}.

Nacin na koji se Sprag-Grandijeva funkcija koristi za anali-
ziranje igara na grafovima je sledeci: sve pozicije x za koje
vazi da je g(x) = 0 su P-pozicije, sve pozicije za koje to ne
vazi su N-pozicije. PobednicCka strategija jeste pri svakom
potezu izabrati put koji vodi do ¢vora sa vredno$éu Sprag-
Grandijeve funkcije jednakoj nuli[l]].

Pretpostavimo da imamo dato n progresivno ogranic¢enih
grafova: G| = (X1,F1),G2 = (X2,F2),...,G, = (Xu, Fy).
Kombinacijom ovih grafova dobijamo novi graf G =
(X,F), u oznaci G = G| + G2 + - - - + G, koji nazivamo
sumom grafova G, G, ...,G,.

Teorema 3 Ako je g; Sprag-Grandijeva funkcija grafa G;,
i=1,...,n tada i suma grafova G = G+ Gy +---+ G,
ima Sprag-Grandijevu funkciju i ona je definisana kao
gxt, s xn) = g1(x1) @ - B ga ).

5. IGRE OKRETANJA NOVCICA

Posebnu klasu impartial kombinatornih igara Cine igre
okretanja novcic¢a. U ovim igrama imamo dat konacan niz
novcica, od kojih svaki pokazuje glavu ili pismo. Potezi
ove igre se sastoje u okretanju novciéa sa glave na pismo i
obrnuto. Kako bi postojala garancija da ¢e se igra zavrsSiti u
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konacnom broju poteza imamo zavrsni uslov koji kaze da
krajnji desni nov¢i¢ prilikom okretanja mora preci sa gla-
ve na pismo. Konacni cilj igre je posti¢i da su svi nov¢ici
okrenuti na istu stranu, bila to glava ili pismo, i onaj igra
koji povuce poslednji potez pobeduje.
Jedan od primera ovakvih igara jeste igra pod nazivom La-
Zne kornjace (eng. Mock Turtle). Horizontalni red od n nov-
¢iéa rasporeden je tako da neki od njih pokazuju glavu, a
neki pismo. Igracu je dozvoljeno da preokrene jedan, dva
ili tri nov¢ica, pri cemu krajnji desni nov¢ié prelazi sa glave
na pismo. U primerima ¢emo koristiti latini¢no slovo H za
glavu (eng. head) i latini¢no slovo T za pismo (eng. tails).
Ukoliko, imamo 9 nov¢ica rasporedenih na sledec¢i nacin:
T HTTHTT T H
o 1 2 3 4 5 6 7 8
dozvoljeni potez za igraca je da na primer okrene nov¢i¢ na
poziciji 4 sa glave na pismo i nov¢i¢ na poziciji O sa pisma
na glavu. U vezi traZenja SG-vrednosti pozicija koristimo
sledece. Pozicija sa k glava na mestima xj,x3,...,X; mozZe
se predstaviti kao (disjunktna) suma k igara od kojih sva-
ka ima na ta¢no jednom mestu nov¢i¢ koji pokazuje glavu,
pri emu je za j = 1,2,...,k glava u igri j na mestu x;.
Napisacemo koje su to SG-vrednosti pozicija ove igre ka-
da postoji tacno jedan novci¢ koji pokazuje glavu i on se
nalazi krajnje desno. Ukoliko je glava na mestu 0, ona se
moZe okrenuti na pismo i time preéi na terminalnu pozi-
ciju pa je SG-vrednost jednaka 1. Glava na mestu 1 moze
se okrenuti i time dobiti terminalna pozicija ili se nakon
okretanja tog nov¢i¢a moZe okrenuti i onaj na mestu 0 sa
pisma na glavu. Dobija se da je SG-vrednost jednaka 2.
Kada nov¢i¢ na mestu 2 prikazuje glavu nakon okretanja
moze se dobiti glava na mestu 1, glava na mestu 0, glave na
mestima 1 i 0, ili terminalna pozicija. Tada dobijamo da je

8(2) = mex{g(1),2(0),¢(1) @ ¢(0)} = {2,1,3} = 4.

Primer 2 Igrajmo igru Laznih kornjaca. Zamislimo da se
na stolu nalazi 11 novcica okrenutih na sledeéi nacin:

Ovo predtstavlja pocetnu poziciju igre. Odredujemo da
li je u pitanju P- ili N-pozicija, odnosno odredujemo Nim-
zbir vrednosti SG-funkcije za mesta na kojima novcici po-
kazuju glavu. Za racunanje koristimo tabelu ??. Kako se
u pocetnoj poziciji novcici koji pokazuju glave nalaze na
mestima 2,3,4,6 i 10 racunamo Nim-zbir za:

g2)®g(3)®g(4)®g(6)®g(10) =4®TH8D13®21 =19.

Dakle, ovo je N-pozicija, pa po teoremi ?? sledi da
igrac I ima pobednicku strategiju. Dajemo primer moguceg
toka igre u kojoj su potezi igraca Il u potpunosti slucajni,
dok su potezi igraca I takvi da stalno prelazi na pozicije sa
Nim-zbirom jednakim nula, tj. na P-pozicije.

Pocetna pozicija:
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T T H H HTH T T T H

8(2)®g(3)Dg(4) ©g(6) ®g(10) =

40708013321 =19

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H T H T H T H T T T T
8(0)©g(2) ®g(4) B g(6) =
16468413 =0
Igrac Il okreée novcice 6, 3 i 1:

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
H H H HHTTTTT T
g0)@eg(l)@g(2)@e(3)8(4) =

1204070 8=28

Igrac I okrecée novcic 4:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H H H H T T T T T T T
g0)eg(l)@g(2)®g(3) =
162¢407=0
Igrac II okrece novcic 0:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T H H H T T T T T T T
g()@g(2)@g(3) =
2¢0407=1
Igrac I okrecée novcice 3,2 1:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T T T T T TTTTT T
Svi novcici pokazuju pismo, igrac I je pobednik!

6. HEKS

Kombinatorne igre koje spadaju u grupu partizan igara naj-
cesce se prikazuju preko skupa ¢vorova X koji predstavljaju
pozicije igre i preko dva skupa usmerenih grana koje pred-
stavljaju dozvoljene poteze za dva igraca. Jedna od najmla-
dih ovakvih igara je igra Heks.

Heks se igra na ploc¢i u obliku romba prekrivenog Sestou-
glovima tj. heksagonima. Sestougli od kojih se plo¢a sastoji
se nazivaju Celije, polja ili heksovi. Igrac¢ima se dodeljuju
kamenciéi, jedan igra¢ dobija kamencice plave boje, a dru-
gi kamencice Zute boje. Takode im se dodeljuju i po dve
suprotne strane ploc¢e. Igraci naizmenicno postavljaju je-
dan kamenci¢ svoje boje na prazna polja. Jednom kada se
kamencic¢i postave oni ne smeju da se pomeraju, zamenjuju
niti uklanjaju sa ploce. Cilj svakog igraca je da formira niz
kamencica u svojoj boji tako da taj niz poveze njegove dve
strane ploce, odnosno da napravi monohromatski prelaz[4]].
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Slika 2: Primer igre u kojoj pobeduje Zuti igrac
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Pronalazak pobednicke strategije u igri Heks je za sada
ostao neresen problem, osim kada je tabla mala. Ono Sto
se moZe pokazati jeste da igra¢ koji prvi pravi potez ima
pobednicku strategiju i da na ploci prekrivenoj kamenciéi-
ma mora postojati tacno jedan niz kamenci¢a koji spaja na-
spramne strane prekrivene kamenci¢ima jednakih boja kao
i kamenci¢i koji prave niz.
7. SENONOVA IGRA PREKLAPANJA

Senonovu igru preklapanja igraju dva igra¢a, njihova ime-
na na engleskom glase Cut i Short. Igra se igra na poveza-
nom grafu sa dva izdvojena ¢vora, ove ¢vorove obeleZice-
mo velikim latini¢nim slovima A i B. Dozvoljen potez za
igraca Short jeste "ucvrs¢ivanje"grane u grafu, ¢ime je Cini
otpornom na secenje. Dozvoljen potez za igraca Cut je da
Sece'"granu grafa koja nije ucvrséena. Short pobeduje ako
uspe da poveze ¢vorove A i B putem pojacanih grana. Cut
pobeduje ako uspe da razdvoji ¢vorove A i B. Na slede-
¢oj slici dat je prikaz moguca prva tri poteza Senonove igre
preklapanja, u kojoj je prvi na redu Short. Sve grane u grafu
su predstavljene isprekidanim linijama. Podebljanim lini-
jama prikazane su one grane koje Short ucvrsti, dok grane
koje Cut iseCe imaju sa svoje leve strane simbol makazica.

B
ottt
A
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Slika 3: Prva tri poteza Senonove igre preklapanja

Ova igra spada u grupu partizan kombinatornih igara. Se-
nonova igra preklapanja se mora zavrs§iti nakon kona¢nog
broja poteza tj. ona je progresivno ograni¢ena i jedan od
dvojice igraca mora pobediti. Za ovu igru takode vazi da
pobednicku strategiju ima onaj igrac koji je prvi na potezu,
bilo da je to Short ili Cut[3]).

8. ZAKLJUCAK

U poredenju sa drugim oblastima matematike teorija iga-
ra se smatra relativno mladom disciplinom. Kombinator-
ne igre predstavljaju posebnu grupu matematickih igara.
U radu smo uveli vaZne alate koji pomaZu pri odrediva-
nju pobednickih strategija, kao $to su Nim-zbir i Sprag-
Grandijeva funkcija, cija je upotreba u pobednickim stra-
tegijama pojedinih igara ilustrovana u radu.
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