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OPTIMAL CONTROL OF FRACTIONAL-ORDER SYSTEMS WITH
ALGEBRAIC CONSTRAINTS
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Област − ЕЛЕКТРОТЕХНИКА И РАЧУ-
НАРСТВО
Кратак садржаj − Оваj рад jе у потпуности
посвећен проблемима оптималног управљања, код
коjих jе процес описан фракционим диференциjал-
ним jедначинама, а компоненте вектора управља-
ња трпе алгебарска ограничења. Анализом модела
континуалног реактора и ХИВ инфекциjе, пружен
jе увид у примену теориjе оптималног управљања.
Примењен jе поступак претварања нецелих ди-
ференциjалних jедначина у обичне, ослањаjући се
на теориjу Атанацковића и Станковића, и изра-
чунато je управљање са алгебарским ограничењем
користећи теориjу Л. С. Понтрjагинa. На краjу,
Хамилтоновa функциjа jе оптимизована нумерич-
ки. Теориjске основе потврђене су симулациjама.
Кључне речи: Системи нецелог реда, Експан-
зиона формула за фракциони извод, Оптимално
управљање
Abstract - This work is entirely dedicated to the
problems of optimal control where the process is
described by fractional differential equations, and the
control vector components are subject to algebraic
constraints. Through the analysis of two models—a
continuous reactor with mixing and a mathematical
model of HIV infection—insights into the application
of optimal control theory are provided. A multi-step
procedure is applied to convert fractional differential
equations into ordinary differential equations, relying
on the theory of Atanacković and Stanković, and
to compute control with algebraic constraints using
L.S. Pontryagin’s theory. Finally, the Hamiltonian
function is numerically optimized. The theoretical
foundations of this study are validated through
numerical simulations.
Keywords: Fractional order systems, Expansion
formula for fractional derivative, Optimal control

1. УВОД
Проблеми оптималног управљања са ограничењи-
ма над управљачким променљивим су сложени чак

НАПОМЕНА:
Оваj рад проистекао jе из мастер рада чиjи
ментор jе био проф. др Зоран Д. Jеличић.

и када jе систем описан обичним диференциjалним
jедначинама. Иако постоjе моћни нумерички алго-
ритми, израчунавање оптималне стратегиjе за не-
целе изводе зависи од реда извода и постаjе jедно-
ставниjе ако jе он близак целом. У раду су разма-
трана два примера оптималног управљања са алге-
барским ограничењима: модел континуалног реак-
тора са мешањем (Continuous Stirred Tank Reactor
- CSTR) и модел ХИВ инфекциjе, коjи jе због сво-
jе сложености централни пример и главни предмет
истраживања овог рада. Оба су илустративна са
становишта нумеричке студиjе, а према сазнањима
аутора модели коjе смо користили нису досад раз-
матрани у фракционом облику у литератури.
2. ОСНОВЕ ФРАКЦИОНОГ РАЧУНА
Фракциони рачун обухвата изводе и интеграле у
нецелим степенима као што су 1

2 или 1 + 2j, по-
знате као фракциони оператори. У овом раду ак-
ценат jе на Риман-Љувиловом приступу, док jе Ка-
путо предложио алтернативу због недостатака тог
приступа. Гринвалд-Летњиковљев метод заснован
на коначним разликама jе еквивалентан Риман-
Љувиловом у одређеним условима и важан jе за
апроксимациjу фракционих оператора у нумерич-
ким алгоритмима. Поред “левих” оператора, у вари-
jационом рачуну и оптималном управљању користе
се и “десни” фракциони оператори. Заинтересова-
ног читаоца упућуjемо на литературу [1], где су де-
финисани сви горе наведени оператори и изведене
њихове особине. Риман-Љувилов извод дефинисан
jе као

0D
α
t f =

dn(α)

dtn(α) 0I
n(α)−α
t f. (1)

За 0 < α < 1 следи

0D
α
t f =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α
dτ. (2)

Фракциони изводи су важни jер су дефинисани пре-
ко интеграла и узимаjу у обзир не само непосредну
околину око тачке, већ и све претходне тачке.
2.1. Декомпозициjа Атанацковића и Станко-
вића
Декомпозициjа jе кључна за наш начин решавања
проблема оптималног управљања системима опи-
саним фракционим диференциjалним jедначинама,
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омогућаваjући претварање у систем обичних дифе-
ренциjалних jедначина првог реда. Одабир довољ-
ног броjа елемената у реду jе важан и у нашем раду
постигнут jе емпириjски кроз симулациjе.
Представићемо експанзиону форму за фракциони
извод реда α ∈ (0, 1), предложену од Атанацкови-
ћа и Станковића. Формула омогућава развоj фрак-
ционог извода функциjе као линеарну комбинаци-
jу функциjе и њених момента, где су коефициjенти
функциjе времена. Краjњи израз jе представљен у
[3, 2, 1].
Решење диференциjалне jедначине са фракционим
изводом своди се на интеграциjу система диферен-
циjалних jедначина првог реда. За добиjање задово-
љаваjућих резултата често jе довољно решити ма-
ли броj тих jедначина. Апроксимациjа експанзионе
формуле jе дата као

0D
α
t f ≈ AN2

(α)

tα
f(t) +

N2∑
i=2

B(α, i)

ti−1+α

∼
Wi(t), (3)

где су:

AN2(α) =
1

Γ(1− α)

− 1

Γ(2− α)Γ(α− 1)

N2∑
i=2

Γ(i− 1 + α)

(i− 1)!
,

(4)

B(α, i) = − 1

Γ(2− α)Γ(α− 1)

Γ(i− 1 + α)

(i− 1)!
, (5)

а помоћне променљиве Wi(t) се добиjаjу решавањем
Кошиjевог проблема:

Ẇi = −(i− 1)ti−2f(t), (6)
Wi(0) = 0. (7)

Задовољаваjуће апроксимациjе се постижу са N2 у
опсегу од 7 до 20. Када се ред фракционог изво-
да приближи целоброjноj вредности, као за α = 0.1
или α = 0.9, или када jе коефициjент уз фракцио-
ни члан мали, обично jе потребно додати мањи броj
додатних чланова, често jе довољно 3 до 5 додатних
чланова за проблем оптималног управљања, [1].
3. ОПТИМАЛНО УПРАВЉАЊЕ УЗ АЛГЕ-
БАРСКА ОГРАНИЧЕЊА
У овом раду фокусирали смо се на релеjно (енг.
bang-bang) управљање, коjе подразумева укључива-
ње или искључивање управљања уместо постепене
промене. Код релеjног управљања, вредности упра-
вљачког вектора могу имати само две краjње вред-
ности – горњу или доњу границу, уз коначан броj
прелазних тачака током интервала. Односно ∀t ва-
жи

umin ≤ u(t) ≤ umax. (8)
Релеjно управљање се постиже уколико се критери-
jум оптималности формира тако да из њега произи-
лази Хамилтониjан коjи линеарно зависи од упра-
вљачке променљиве. Jедан пример таквог критери-
jума оптималности, по угледу на [1], би био

ȷ =

∫ T

0

{
1

2
xT (t)Qx(t) +Ru(t)

}
dt, (9)

где смо због jедноставности претпоставили да се
управљање врши путем jедне променљиве, односно
да jе управљачка променљива скалар. Уколико jе
процес описан математичким моделом

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t); x(0) = x0, (10)

тада jе по Понтрjагиновом принципу максимума
Хамилтониjан

H(x,p,u) =
1

2
xTQx+Ru+ pT (Ax + Bu), (11)

где са p означавамо придружену функциjу (гене-
ралисани импулс). Даље се поступак оптимизаци-
jе своди на минимизациjу Хамилтониjана. Одатле
произилазе канонске jедначине коjе представљаjу
потребне услове екстремума

ẋi =
∂H
∂pi

∧ ṗi = −∂H
∂xi

, (12)

при чему jе i = 1, .., n, где jе n димензионалност
вектора стања. Уз то имамо и природне граничне
услове

xi(0) = αi ∧ pi(T ) = 0. (13)

Понтрjагинов принцип максимума налаже да jе оп-
тимално управљање оно коjе Хамилтоновоj функ-
циjи (11) саопштава минимум. Хамилтониjан се мо-
же написати на следећи начин

H(x,p,u) =
(
pTB +R

)
u+

1

2
xTQx+ pTAx, (14)

одакле се дефинише оптимално управљањe

u∗(t) =

 umin , pTB +R > 0,
произвољно , pTB +R = 0,

umax , pTB +R < 0.
(15)

Поступак проналажења оптималног управља-
ња подразумева решавање двотачкастог граничног
проблема.
4. АЛГОРИТАМ НУМЕРИЧКЕ ОПТИМИ-
ЗАЦИJЕ
Задатак коjи решавамо jе двотачкасти гранични
проблем, где су за променљиве стања познати по-
четни услови, а за придружене краjњи. Нумерич-
ка метода коришћена у овом раду jе метод напред-
назад FBSM (енг. Forward-Backward Sweep Method),
коjи обухвата следеће кораке:

1. Дефинисање почетних вредности за променљиве
стања, уз краjње вредности за придружене промен-
љиве постављене на нулу. Почетна претпоставка за
управљачке променљиве jе нула.

2. У свакоj итерациjи, текућа вредност променљи-
вих стања се одређуjе на основу претходне, што
представља пропагациjу унапред.

174



3. Пропагациjом уназад, у свакоj интерациjи се
одређуjу текуће вредности придружених промен-
љивих на основу њихове наредне вредности.

4. На основу ажурираних вредности променљивих
стања и придружених променљивих, добиjаjу се но-
ве вредности за управљачке променљиве unew(t).

5. За континуална управљања, могуће jе користити
u(t) = unew(t), али то често ниjе довољно за пости-
зање конвергенциjе.

6. Проверава се конвергенциjа. Ако су све израчу-
нате променљиве унутар одређене толеранциjе у од-
носу на претходну итерациjу, прихватамо их као
конвергентне, а у супротном се враћамо на 2. ко-
рак.

На конвергенциjу нумеричких решења за оптимал-
но управљање утичу почетна претпоставка, крите-
риjуми за конвергенциjу, ажурирање управљања и
тежински коефициjенти. У овом раду коришћена jе
почетна претпоставка u ≡ 0. Конвергенциjа се про-
верава на основу релативне разлике:

|uupdated − uold|
|uupdated|

≤ ϵ, (16)

где jе ϵ релативна толеранциjа. Прилагођени кри-
териjум jе:

ϵ

n∑
i=1

|uupdated(i∆t)|−
n∑

i=1

|uupdated(i∆t)−uold(i∆t)| ≥ 0.

(17)
Ажурирање управљања се врши као тежинска ком-
бинациjа старог и новог управљања:

uupdated = ωuold + (1− ω)unew, (18)

где ω зависи од типа управљања и модела. Веће ω
повећаваjу шансе за конвергенциjу, али захтеваjу
више итерациjа, док мање ω брже мењаjу управља-
ње, али могу отежати конвергенциjу.
5. РЕЗУЛТАТИ НУМЕРИЧКИХ СИМУЛА-
ЦИJА
У овом поглављу представићемо основне резулта-
те нумеричких симулациjа оптималног управља-
ња модела. Прво разматрамо оптимизациjу четири
управљачке променљиве хемиjског реактора ради
максимизациjе економског добитка. Систем обухва-
та четири хемиjске реакциjе у изотермалном конти-
нуално мешаном реактору (CSTR) [4], са контрол-
ним променљивим протока и уносом енергиjе. У мо-
дел jе унет фракциони извод реда α ∈ (0, 1) у jедну
од jедначина стања како би се анализирао утицаj
параметра α на оптимизациjу.

max
u1,u2

ȷ =

∫ 0.2

0

[
5.8(qx1 − u4)− 3.7u1 − 4.1u2

+ q(23x4 + 11x5 + 28x6 + 35x7)

− 5u2
3 − 0.099

]
dt

(19)

ẋ1 = u4 − qx1 − 17.6x1x2 − 23x1x6x3 (20)
ẋ2 = u1 − qx2 − 17.6x2 − 146x2x3 (21)

ẋ3 + k1 0D
α
t x3 = u2 − qx3 − 73x2

3 (22)
ẋ4 = 35.2x1x2 − 51.3x3x4 (23)
ẋ5 = qx5 + 219x7x3 − 51.3x2x5 (24)
ẋ6 = 102.6x3 − 146x1x6x3 (25)
ẋ7 = qx7 + 46x1x6x3 (26)

q = u1 + u2 + u4 (27)
0 ≤ u1 ≤ 20 (28)
0 ≤ u2 ≤ 6 (29)
0 ≤ u3 ≤ 4 (30)
0 ≤ u4 ≤ 20 (31)
tf = 0.2 (32)

На слици 1 разматрамо случаj α = 0.5 и k1 = 1, где
не долази до значаjниjих разлика у резултатима,
осим код управљања u2(t).

Слика 1: Оптималнe управљачкe променљивe за
математички модел CSTR, када jе параметар α =
0.5.

Слика 2: Oптималнe управљачкe променљивe за
математички модел CSTR, када jе параметар
N2 = 4.

Кроз тестирања, закључили смо да увођење опе-
ратора фракционог извода не доводи до великих
промена у решењу, као што се види на слици 2. За
симулациjе смо користили ω = 0.995 и ϵ = 10−3.
Управљање u4(t) jе већ bang-bang, док u1(t) и u2(t)
захтеваjу jош итерациjа.
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Други модел jе фракциони модел ХИВ инфек-
циjе (по угледу на [5]), математички записан као

ẋ = λ− d1x− k1(1− u1)xv

x+ v
(33)

ṡ =
k1(1− u1)xv

x+ v
− d2s− k2s (34)

ẏ = k2s− d3y − pyz (35)
v̇ = a(1− u2)y − d4v (36)
ż + k0D

α
t z = cyz − bz, (37)

за познате почетне услове. Критериjумска функци-
jа, коjу jе потребно минимизовати, формулише се у
складу са минимизациjом трошкова лечења и кон-
центрациjа инфицираних ћелиjа

ȷ =
1

2

∫ tf

0

{
Q1s

2(t) +Q2y
2(t) +Q3v

2(t) (38)

+A1u1(t) +A2u2(t)} dt,

где tf представља траjање терапиjе. Параметри A1,
A2 представљаjу губитке (финансиjске и физиоло-
шке) услед примене терапиjа. Оптималним упра-
вљањем ћемо постићи жељене резултате. Закључи-
ли смо да систем увек конвергира ка незараженом
еквилибриjуму, независно од комбинациjе параме-
тара. Утицаj параметара на управљање види се на
сликама 3 и 4.

Слика 3: Оптимално релеjно управљање у функ-
циjи времена. Тежински параметри: A1 = A2 =
5, Q1 = Q2 = Q3 = 1, N2 = 5.

Слика 4: Оптимално релеjно управљање у функци-
jи времена. Тежински параметри: A1 = 1, A2 =
7, Q1 = Q2 = Q3 = 1, N2 = 5.

6. ЗАКЉУЧАК
У овом раду истражен jе проблем оптималног упра-
вљања за нелинеарне системе описане обичним и
фракционим диференциjалним jедначинама. Кроз
примену на моделе континуалног хемиjског реак-
тора и ХИВ инфекциjе, показано jе да фракцио-
ни модели омогућаваjу репрезентативниjе описе ди-
намике сложених система. Истраживање примене
оптималног управљања на фракционе моделе по-
казало jе да jе алгоритам Forward Backward Sweep

Method користан за решавање двотачкастих гра-
ничних проблема. Конвергенциjа у случаjу bang-
bang управљања jе била изазовниjа у поређењу сa
континуалним управљањем, али подешавање пара-
метара и већи броj итерациjа могу довести до задо-
вољаваjућих решења. Поред тога у поступку опти-
мизациjе, примењен jе принцип декомпозициjе Ата-
нацковића и Станковића коjи олакшава решавање
диференциjалних jедначина нецелог реда, транс-
формишући их у систем обичних диференциjалних
jедначина првог реда. Нумеричке симулациjе опти-
малног управљања показале су да комбинована те-
рапиjа значаjно побољшава резултате лечења, по-
већаваjући ниво неинфицираних CD4+ T-ћелиjа и
смањуjући концентрациjу инфицираних и латент-
но инфицираних ћелиjа. Прекид терапиjе доводи
до поновног активирања инфекциjе, што наглашава
значаj доследне терапиjе.

Литература
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