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Област − ЕЛЕКТРОТЕХНИКА И РАЧУ-
НАРСТВО
Кратак садржаj − Тема овог рада jе решавање 
оптимизационих проблема применом алгорита-
ма насталих модификовањем PSO алгоритма, са 
циљем уштеде процесорских ресурса. Први алго-
ритам коjи ће бити представљен jе комбинациjа 
PSO алгоритма са променљивом величином по-
пулациjе, предложеним у [1], са Нелдер-Мид ал-
горитмом. У другом делу рада, биће приказан jе-
дан начин решавања проблема трговачког путни-
ка (енгл. Travelling Salesman Problem). Ефикасност 
алгоритама jе нумерички потврђена.
Кључне речи: PSO алгоритам, Нелдер-Мид ал-
горитам, проблем трговачког путника
Abstract - This paper discusses solving optimization 
problems using modified v ersions o f t he PSO 
algorithm, aiming to reduce computational resource 
consumption. The first a pproach p resented combines 
the PSO algorithm, featuring a variable population size 
as proposed in [1], with the Nelder-Mead method. The 
second part of the paper demonstrates a solution to 
the Travelling Salesman Problem. The effectiveness 
of these algorithms is validated through numerical 
experiments.
Keywords: PSO algorithm, Nelder-Mead algorithm, 
Travelling Salesman Problem

1. УВОД
У овом раду биће представљена два алгоритма за 
решавање типа проблема са коjима се свакодневно 
сусрећемо, а то су оптимизациони проблеми. Пр-
ви алгоритам решавања оптимизационих проблема 
коjи ће бити представљен, може се назвати „хи-
бридни” jер комбинуjе модификовани PSO (енгл. 
Particle Swarm Optimization) са Нелдер-Мид (енгл. 
Nelder-Mead) алгоритмом. Преласком са модифи-
кованог PSO на Нелдер-Мид, постиже се ефика-
сниjа претрага простора у блискоj околини
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оптималног решења, у смислу тачности, што jе пот-
крепљено нумеричким резултатима.
Други алгоритам намењен jе решавању пробле-
ма трговачког путника (енгл. Travelling Salesman 
Problem). У циљу проналаска наjкраће путање за 
обилазак свих потребних градова, уместо генетског 
алгоритма коjи се наjчешће користи за решавање 
овог проблема, употребљен jе модификовани PSO 
алгоритам и упоређене перформансе са генетским. 
Циљ имплементираних алгоритама jе постизање за-
довољаваjућих резултата претраге, уз уштеду ме-
мориjских и временских ресурса.

2. PSO АЛГОРИТАМ
Алгоритам оптимизациjе роjем честица осликава 
интеракциjу и сарадњу међу jединкама унутар 
одређене популациjе, наjчешће у потрази за храном, 
и тако решава оптимизационе проблеме. Утемељен 
jе 1995. године од стране истраживача Џеjмса Кене-
диjа и Расела Еберхарта [2]. У контексту алгорит-
ма, изjедначени су поjмови честице и jединке, као 
и роjа и популациjе. Свака jединка представља по-
тенциjално решење проблема, а цео систем се бази-
ра на концепту колективног учења, где се позициjе 
и брзине сваке честице ажурираjу у зависности од 
њихових наjбољих постигнућа и постигнућа других 
честица у роjу. Oва метода jе посебно корисна за ре-
шавање комплексних оптимизационих проблема са 
великом просторном променљивошћу [3].

3. PSO АЛГОРИТАМ СА ПРОМЕНЉИВОМ 
ВЕЛИЧИНОМ ПОПУЛАЦИЈЕ
PSO алгоритам захтева рачунање нових позициjа и 
вредности критериjумске функциjе у свакоj итера-
циjи, што може бити процесорски захтевно у слу-
чаjу комплексних функциjа. Модификациjе из [1] 
смањуjу броj позива те функциjе, оптимизуjући ал-
горитам смањењем броjа честица током извршава-
ња. Ове модификациjе омогућаваjу значаjну уште-
ду ресурса без битног утицаjа на квалитет решења, 
чиме се побољшава ефикасност PSO алгоритма.
3.1. Прва модификациjа
У првоj модификациjи алгоритма, критериjум за 
уклањање честица из популациjе представља про-
мена вредности наjбоље сопствене вредности кри-
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териjума оптималности. Уколико се наjбоља соп-
ствена вредноста критериjума оптималности неке 
честице ниjе променила унапред задати броj итера-
циjа, а да при томе то ниjе вредност коjа jе уjедно 
и наjбоља вредност критериjума оптималности на 
нивоу целог роjа, може се сматрати да честица не 
претражуjе простор довољно ефикасно и да нема 
велики утицаj на проналазак оптималног решења, 
или да jе запала у локални оптимум, па се она од-
страњуjе из популациjе.

3.2. Друга модификациjа
У другоj модификациjи алгоритма, критериjум за 
елиминациjу честица jе међусобно еуклидско расто-
jање. Како алгоритам напредуjе, честице се групи-
шу око глобалног оптимума, често се налазећи на 
истоj позициjи, што доводи до дуплирања рачунања 
критериjумске функциjе. Уколико jе растоjање из-
међу честица мање од одређеног прага, честица са 
слабиjом вредношћу критериjума се уклања, сма-
њуjући непотребно трошење ресурса без губитка на 
ефикасности у проналажењу оптимума.

4. ХИБРИДИЗАЦИЈА PSO АЛГОРИТМА
4.1. Нелдер-Мид алгоритам
Нелдер-Мид алгоритам (енгл. Nelder-Mead) jе jед-
ноставна метода оптимизациjе, првобитно намење-
на за минимизациjу функциjа више променљивих. 
Предложен jе 1965. године од стране научника Џо-
на Нелдера и Роџера Мида [4]. Алгоритам подразу-
мева инициjализациjу почетне геометриjске струк-
туре, познате као симплекс, са n+1 тачака у n-
димензионалном простору. Након тога, симплекс 
итеративно пролази кроз низ трансформациjа ко-jе 
би га помериле ка оптималном решењу. Транс-
формациjе подразумеваjу замену темена са наjло-
шиjом вредношћу критериjума неком другом, изра-
чунатом тачком и оне могу бити рефлексиjа (енгл. 
reflection), експанзиjа (енгл. expansion) и контрак-
циjа (енгл. contraction) или, ако ове трансформаци-
jе не успеjу, скупљање (енгл. shrinkage) приликом 
ког се добиjа n нових темена.
4.2. Опис алгоритма
PSO алгоритам jе веома значаjан за глобалну пре-
трагу, али успорава када се честице нађу близу оп-
тимума. С друге стране, Нелдер-Мид алгоритам jе 
прецизан за локалну оптимизациjу. Комбинациjом 
ова два метода, PSO се прво користи за широку 
претрагу, а затим, након одређеног броjа итераци-jа 
или када броj честица опадне на броj потребан за 
формирање симплекса, Нелдер-Мид преузима за 
фино подешавање решења. Ова стратегиjа баланси-
ра глобалну и локалну оптимизациjу, побољшаваjу-
ћи брзину конвергенциjе и проналазак оптимума.
4.3. Нумерички резултати
У циљу истраживања перформанси претходно опи-
саног алгоритма, извршено jе тестирање на две 
стандардне тест функциjе за оптимизационе про-
блеме, са две и пет димензиjа, и резултати су упо-

ређени са стандардним PSO алгоритмом и PSO ал-
горитмом са променљивом величином популациjе
(модификовани PSO). За обе тест функциjе, ал-
горитми су извршени по сто пута и приказани су
упросечени резултати. Приликом анализе, броj че-
стица инициjалне популациjе jе износио 100, а броj
итерациjа jе зависио од димензионалности пробле-
ма и износио jе 100n.
4.3.1. Аклиjева функциjа
Ова тест функциjа дефинисана jе формулом

f(x) = 20 + e− 20 exp(−1

5

√√√√ 1

n

n∑
i=1

x2
i )− exp(− 1

n

n∑
i=1

cos(2πxi)),

(1)

где jе n димензионалност простора. Њен глобални
минимум jе f(x∗) = 0. Инициjална популациjа де-
финисана jе на простору претраге
−15 ≤ xi ≤ 15, i = 1, 2, ..., n.

У табели 1 приказани су резултати тестирања
алгоритма на Аклиjевоj функциjи са 2 димензиjе.
Ако jе са gbest означено пронађено оптимално ре-
шење и са m броj позива функциjе за рачунање
вредности критериjума оптималности, можемо за-
кључити да уведени алгоритам комбинуjе предно-
сти класичног PSO алгоритма и PSO алгоритма са
променљивом величином популациjе, те као резул-
тат имамо подjеднако добро решење проблема као
и код класичног PSO, уз много мањи броj позива
функциjе за рачунање вредности критериjума, што
jе и био циљ увођења алгоритма описаног у раду.

Табела 1: Анализа Аклиjеве функциjе за две димен-
зиjе

Аклиjева функциjа gbest m
PSO 1.6520 · 10−15 20000

Модификовани PSO 3.5302 · 10−6 4147.25
PSO + Нелдер-Мид 1.9717 · 10−15 4184.4

Из табеле 2 видимо да комбинациjа PSO и Нелдер-
Мид алгоритма у потпуности оправдава разлог им-
плементациjе. Скоро у потпуности jе очуван квали-
тет пронађеног решења уз знатно мањи броj позива
критериjумске функциjе.

Табела 2: Анализа Аклиjеве функциjе за пет ди-
мензиjа

Аклиjева функциjа gbest m
PSO 3.6415 · 10−15 50000

Модификовани PSO 8.2464 · 10−6 8311.09
PSO + Нелдер-Мид 8.2796 · 10−14 6904.11

4.3.2. Гриванкова функциjа
Гриванкова функциjа дата jе формулом

f(x) =
n∑

i=1

x2
i

4000
−

n∏
i=1

cos(
xi√
i
) + 1, (2)

где jе n димензионалност простора. Њен глобални
минимум jе f(x∗) = 0, а поред глобалног, поседуjе
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и велики броj равномерно распоређених локалних
минимума. Инициjална популациjа jе дефинисана
на простору претраге:
−600 ≤ xi ≤ 600, i = 1, 2, ..., n.
Приликом тестирања на Гриванковоj функциjи, по-
казало се да jе за случаj две и пет димензиjа, алго-
ритам потпуно надмашио и класични PSO и PSO
са променљивом величином популациjе. У табели 3
може се видети да jе алгоритам у сваком покрета-
њу пронашао тачно оптимално решење, уз значаjно
мањи броj позива критериjумске функциjе у односу
на класични PSO, док нам табела 4 показуjе да jе
решење скоро неприметно нарушено, уз такође зна-
чаjно мањи броj позива критериjумске функциjе.

Табела 3: Анализа Гриванкове функциjе за две ди-
мензиjе

Гриванкова функциjа gbest m
PSO 0 20000

Модификовани PSO 2.9796 · 10−5 2981.57
PSO + Нелдер-Мид 0 3116.28

Табела 4: Анализа Гриванкове функциjе за пет ди-
мензиjа

Гриванкова функциjа gbest m
PSO 1.1102 · 10−18 50000

Модификовани PSO 3.0651 · 10−7 7946.73
PSO + Нелдер-Мид 1.7763 · 10−17 7379.84

5. РЕШАВАЊЕ ПРОБЛЕМА ТРГОВАЧКОГ 
ПУТНИКА
Проблем трговачког путника (енгл. Travelling 
Salesman Problem - TSP) представља jедан од 
наjзначаjниjих комбинаторних оптимизационих 
проблема. Формулисан средином 20. века [5], од-
говара на питање коjим редоследом трговац треба 
да обиђе одређене градове, тако да сваки град 
посети тачно jедном и да се врати у град из ког jе и 
кренуо. Циљ jе пронаћи наjкраћу могућу руту коjа 
повезуjе све градове, минимизуjући дужину 
пређеног пута.
Да би се смањио утрошак процесорских ресурса, 
мемориjе и времена, проблем пермутациjа ће се 
решавати PSO алгоритмом са променљивом 
величином популациjе. Сваку честицу у роjу пред-
стављаће jедна могућа пермутациjа градова. То се 
постиже трансформациjом координата честице у 
индексе сортираних координата, где сваку коорди-
нату замењуjе њен индекс у сортираном низу од 
наjмање до наjвеће вредности. Тако трансформи-
сана позициjа се затим користи за израчунавање 
критериjума оптималности, односно укупног пре-
ђеног пута на основу матрице растоjања између 
градова.
Прва модификациjа примењена jе на истоветан 
начин као што jе раниjе обjашњено.

У другоj модификациjи, адаптиран jе начин мере-
ња растоjања између честица. Уместо еуклидског
растоjања, сада се користи разлика у редоследу
обиласка градова. За сваке две честице, сабираjу
се апсолутне вредности разлике броjева на одго-
вараjућим индексима пермутациjе градова. Ако jе
ово растоjање веће од дефинисаног прага, честица
са лошиjом вредношћу критериjума оптималности
се уклања из популациjе. Такође, ако су вредности
критериjума идентичне, jедна од честица се уклања
из популациjе.

5.1. Нумерички резултати
Ради оцене ефикасности предложеног алгоритма,
извршено jе тестирање на проблемима са седам и
десет градова. Резултати су упоређени са класич-
ним PSO и генетским алгоритмом. С обзиром на
присутност стохастике, сваки алгоритам jе извршен
сто пута, а затим jе спроведена анализа резултата.
Оцену перформанси представљаjу диjаграми коjи
приказуjу распоред пронађених оптимума.
Приликом тестирања алгоритма на проблему тр-
говачког путника са седам градова, величина ини-
циjалне популациjе jе износила 300 честица, а броj
итерациjа 100. У табели 5 налазе се дистанце из-
међу градова. У овом случаjу, модификовани PSO
даjе jедно одступање, видљиво на слици 1, коjе се на
основу анализе пронађених оптимума у сваком из-
вршавању, може приписати грешци заокруживања.
Узимаjући у обзир време извршавања од 74.86 се-
кунди за класичан, 18.51 секунд за модификовани
PSO и 153.97 секунди за генетски алгоритам, мо-
же се закључити да jе експеримент за оваj случаj
успешан.

Табела 5: Матрица растоjања за проблем седам
градова.

1 2 3 4 5 6 7
1 0.00 0.71 7.76 5.10 1.71 4.50 4.70
2 0.71 0.00 7.29 3.38 3.75 5.54 6.23
3 7.76 7.29 0.00 7.80 2.24 3.78 1.34
4 5.10 3.38 7.80 0.00 2.01 0.63 6.11
5 1.71 3.75 2.24 2.01 0.00 5.09 0.64
6 4.50 5.54 3.78 0.63 5.09 0.00 4.76
7 4.70 6.23 1.34 6.11 0.64 4.76 0.00

Слика 1: Приказ пронађених оптимума за проблем
седам градова.
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Са повећањем броjа градова броj могућих пермута-
циjа значаjно расте. Из тог разлога, потребан jе и
већи броj честица и итерациjа за решавање пробле-
ма десет градова, те jе у овом тестирању коришћено
2000 честица и 500 итерациjа.
Дистанце између градова приказане су у табели 6.
Очекивано, долази до поjаве више одступања, што
jе видљиво на слици 2. На основу ових података,
може се утврдити да jе оптимизациjа генетским ал-
горитмом у овом случаjу оптимална. Али, како jе
jедан од разлога имплементациjе предложеног ал-
горитма и уштеда времена приликом извршавања,
а класичан PSO се, у овом случаjу, извршавао при-
ближно 36 минута, модификовани 5 минута, а ге-
нетски близу 8 сати, може се констатовати да по-
стоjи пуно простора за његово значаjно унапређење
повећањем броjа честица и итерациjа, и постизање
бољих резултата у односу на генетски алгоритам.

Табела 6: Матрица растоjања за проблем десет
градова.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.00 1.44 2.49 5.97 2.24 4.61 9.09 4.50 3.43 3.37
2 1.44 0.00 1.44 7.96 2.46 6.45 7.18 4.99 4.91 4.34
3 2.49 1.44 0.00 3.63 4.97 3.44 3.15 6.87 2.68 7.54
4 5.97 7.96 3.63 0.00 6.43 5.44 3.19 4.45 2.82 4.61
5 2.24 2.46 4.97 6.43 0.00 5.13 5.79 4.47 2.56 7.05
6 4.61 6.45 3.44 5.44 5.13 0.00 4.86 6.52 5.24 5.92
7 9.09 7.18 3.15 3.19 5.79 4.86 0.00 2.30 1.87 4.58
8 4.50 4.99 6.87 4.45 4.47 6.52 2.30 0.00 3.54 4.70
9 3.43 4.91 2.68 2.82 2.56 5.24 1.87 3.54 0.00 5.52
10 3.37 4.34 7.54 4.61 7.05 5.92 4.58 4.70 5.52 0.00

Слика 2: Приказ пронађених оптимума за проблем 
десет градова.

6. ЗАКЉУЧАК
У овом раду предложена су могућа унапређења PSO 
алгоритма за решавање оптимизационих про-блема. 
У уводним поглављима описане су теориjске основе 
самог алгоритма, а затим обjашњени дета-љи 
имплементациjе модификациjа у [1], чиjи jе ре-
зултат PSO алгоритам са променљивом величином 
популациjе, коришћен као основа за решавање оп-
тимизационих проблема у овом раду. Извршена су

два експеримента и закључци поткрепљени нуме-
ричким резултатима.
Комбиновање PSO алгоритма са променљивом ве-
личином популациjе и Нелдер-Мид алгоритма, са 
циљем мањег утрошка ресурса у односу на класич-
ни PSO и постизања бољих резултата у односу на 
модификовани PSO, показало се као веома ефика-
сно и оправдало jе разлог имплементациjе. 
Други експеримент, решавање проблема трговачког 
путника применом PSO алгоритма са променљивом 
величином популациjе, такође се показао као успе-
шан, уз могућности напредовања за проблем већег 
броjа градова.
У случаjу да jе неко од добиjених решења незадо-
вољаваjуће, и потребно jе прецизниjе коначно ре-
шење, то се може постићи повећањем броjа честица 
инициjалне популациjе, повећањем броjа итераци-
jа или корекциjом осталих параметара коришћених 
приликом тестирања алгоритама.
Могућности иновациjа на пољу оптимизационих ал-
горитама остаjу неограничене.
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