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MODELOVANJE MEMRISTORA KORISCENJEM TEORIJE HISTEREZISA
MODELING OF MEMRISTORS USING HYSTERESIS THEORY
Stojanka Brati¢, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast - ELEKTROTEHNIKA | RACUNARSTVO

Kratak sadrzaj — U ovom radu je predstavljena veza
izmedu postojanja klasicne histerezisne petlje u fluks-
naelektrisanje ravni, i uStinute histerezisne petlje u
naponsko-strujnoj ravni memristora.

Kljuéne redi: memristor, histerezis, Takacev model

Abstract — This paper presents a relationship between
the existence of classical hysterezis loop in the flux-
charge plane, and pinched hysteresis loop in the voltage-
current plane of memristor.
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1. UvOD

U ovom radu je prikazana povezanost izmedu postojanja
klasi¢ne histerezisne petlje (eng. Hysteresis Loop, kratko
HL) u fluks-naclektrisanje ravni memristora, i ustinute
histerezisne petlje (eng. Pinched Hysteresis Loop, kratko
PHL) u naponsko-strujnoj ravni memristora. PHL u u-i
ravni predstavlja jedan od ,otisaka prstiju“ (eng.
fingerprints) memristora, kada je njegova pobuda neparna
periodi¢na funkcija ¢ija je srednja vrednost jednaka nuli.

Histerezis predstavlja slozenu nelinearnost (eng.
compound nonlinearity) koja se pojavljuje u mnogim
inzenjerskim domenima, ili bistabilnost u radu razli¢itih
uredaja od inZenjerskog interesa. U literaturi se mogu
sresti HL-ovi razli¢itih oblika: ,klasi¢an“ (dve pomerene
sigmoidalne funkcije koje se seku), kruzni, elipsoidni,
kvadratni, pravougaoni, u obliku romba i romboida.

U ovom radu je razmatran klasi¢an histerezis, a za
njegovo modelovanje je koriS¢en Takacev model
histerezisa. Kao specijalni slu¢ajevi ovog histerezisa se za
odgovarajuci izbor parametara mogu dobiti i histerezisi u
obliku kvadrata, pravougaonika, romba i romboida.

Teorija histerezisa je dobro utemeljena i razvijena oblast.
Sa druge strane, uStinuta histerezisna petlja, mora pre
svega biti histerezisna petlja, kako to njeno ime sugerise.
Zacudujuce, veze izmedu HL-a i PHL-a nema u dostupnoj
literaturi, prema naSim najboljim saznanjima. Glavni
rezultat rada je uspostavljanje veze izmedu analitickih
izraza za HL modelovan Takafevim modelom, i
odgovaraju¢eg PHL-a. Rezultat je matemati¢ki izveden u
kontekstu modelovanja memristora.
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2. MEMRISTOR - POTREBNE DEFINICIJE |
POJMOVI

Memiristori su definisani konstitutivnhom relacijom F(g,¢)
u naelektrisanje-fluks ravni. Konstitutivna relacija
idealnog memristora je definisana u @—q ravni nekom

nelinearnom funkcijom,
F(p.q) =0, (1)
gde su

t t
o) = ¢, + V(D) dt, At =g, +[id. (2
t t
U prethodnom izrazu, ¢o i o su pocetne vrednosti fluksa i
naelektrisanja, respektivno, u pocetnom trenutku t = to.
Za memristor se kaze da je kontrolisan naelektrisanjem
ako je njegova konstitutivna relacija iskazana u obliku
o=f(q) [1]. Dualno, za memristor se kaze da je kontrolisan
fluksom ako je njegova konstitutivna relacija iskazana u
obliku g=f(p).
Relacija koja povezuje napon i struju memristora glasi
u=Mi, (3)
gde M oznaCava memristansu memristora, M=dp/dg>0.
Cesto se umesto simbola M u radovima sreée simbol R
(otpornost zavisna od promenjive stanja), budu¢i da je
fizicka jedinica za memristansu takode om [Q].
Ekvivalentno, veza izmedu struje i napona moze se
iskazati kao
i =Wu, 4)
gde W  oznatava  memduktansu = memristora,
W=dq/dp=1/M>0. Cesto se umesto simbola W u radovima
sre¢e simbol G (provodnost zavisna od promenjive
stanja), ¢ija je fizi¢ka jedinica Simens, u oznaci [S]. 1z
relacija (3) i (4) je odigledno da napon i struja na
memristoru moraju biti istovremeno jednaki nuli.
Iz prakti¢nih razloga potrebno je da model memristora
bude kontrolisan ili strujom ili naponom. Za memristor
priklju¢en na strujnu pobudu kaZe se da je kontrolisan
strujom, dok se za memristor priklju¢en na naponsku
pobudu kaze da je kontrolisan naponom. U savremenoj
literaturi, memristori se klasifikuju u Cetiri grupe: idealni,
idealni genericki, genericki i prosireni [1].

3. PRIMERI HISTEREZISA U FLUKS-
NAELEKTRISANJE RAVNI MEMRISTORA

Nelinearnost (1) ne mora biti jednozna¢na funkcija, veé
moze biti i sloZena nelinearnost, tj. histerezis. Histerezisi
kod memristora su u dostupnoj literaturi uoceni u
razliitim ravnima od interesa: ¢-q, R-i, R-u, G-i, G-u.
Ovde ¢e kao motiviSuéi primeri biti navedeni samo neki
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medu njima, tj. oni gde se klasi¢an histerezis javlja u ¢-q
ravni.

Primer 1 iz [2] i [3]: Termistor. Tangencijalna PHL u i-u
ravni, samopresecajuca ,,leptir* PHL u G-u ravni, klasi¢ni
HL u g-¢ ravni, koji je prikazan na Slici 1.
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Slika 1. HL u g-¢ ravni termistora.

Primer 2 iz [4]: Gas discharge lamp, inverzna HL u ¢-q
ravni, prikazana na Slici 2.
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Fig. 7. Experimental o-q curve of fluorescent lamp at mains frequency.
¥

Slika 2. Inverzna HL u ¢-q ravni (preuzeto iz [4]).

Primer 3 iz [5]: Generalizovani memristor, PHL u obliku
“vesla” u i-u ravni. Odgovarajuéi klasi¢an HL u g-¢ ravni
nije prikazan u originalnom ¢lanku [5], ali je u ovom radu
softverski modelovan i prikazan na Slici 3.
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Slika 3. HL u ¢-g ravni memristivnog diodnog mosta
kaskadno povezanog sa RLC filtrom.

4. TAKACEV MODEL HISTEREZISA
Takacev model [6] je baziran na T(x) funkciji, koja je

definisana kao linearna kombinacija tangens hiperboli¢ne
funkcije i linearne funkcije:

T(x) = B, tanh Cyx + Ayx. (5)

Da bi se opisale grane simetricne HL, hiperboli¢ni deo
T(x) funkcije je transliran horizontalno (ili desno ili levo

za a,) i vertikalno (ili gore ili dole za b, ). Uzlazna grana

f zarastuée vrednosti x je opisana sa

f/(x) =B, tanh(C,(x—a,) ) + Ajx +by, (6)

dok je silazna grana f™ za opadajuce vrednosti Xx
opisana sa
% (x) = B, tanh (Cy(x+a,) )+ Ax—b,. 7

U Kkontekstu magnetskih materijala, parametar A, u

izrazima (6) i (7) se odnosi na reverzibilnu magnetizaciju,
i moze biti iskoris¢en da “iskosi” HL. U razmatranjima
koja slede, koeficijent A, je postavljen na nulu. Za

A, =0, izrazi (6) i (7) prelaze u
f, (x) = B, tanh (C,(x—a,) ) +b,, (8)

f_(x) =B, tanh(C,(x+a,))—h,. 9)

Kod zatvorenih HL, grane imaju dve zajednicke tacke na
vthovima (“Spicevima”) histerezisa. Za periodi¢nu
pobudu x=x(t), sa nultom srednjom vredno$¢u i

X, X< X, vrhovi se pojavljuju za x==£X,.
Simetri¢na HL je zatvorena kada je f (X, )="f (X,,).
Ova relacija se moze resiti po b, :

bl:%[tanh(co(xm+a0))—tanh(C0(Xm—ao))] (10)
Primer klasi¢ne zatvorene HL je prikazan na Slici 4.
" Byth, -
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Slika 4. Primeri funkcija T(x), f,(x) i f_(x) za vrednost
parametara A =0, B,=4, C,=l,  a,=L5,

X, =2.
5. VEZA IZMEDU HL-a | PHL-a

U ovom delu ¢e biti uspostavljena veza izmedu postojanja
HL-a u ¢-q ravni memristora, i pojave PHL-a u u-i ravni
istog memristora. lzvodenje ¢e biti dato na primeru
strujom kontrolisanog memristora. Kako kod strujom
kontrolisanog memristora pobuda mora biti nezavisni
vremenski promenjiv strujni generator, ¢iji je talasni oblik
periodi¢na funkcija koja je neparna i sa srednjom
vrednos¢u jednakoj nuli, izvodenje je sprovedeno za
sinusni talasni oblik generatora, ig(t)=Insin(ot). U tom

slu¢aju, na osnovu (2) naelektrisanje je jednako

q(t) =q0—|—m(1—coswt), (11)
w
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gde je g, pocetni uslov. U izvodenjima ¢e nam biti
potrebni prvi i drugi izvod naelektrisanja, koji su tada

i(t) = dq()_ I, sinot (12)
dzqz(t) =1 -w-cosmt . (13)
dt

Histerezisnu petlju, ¢(q(t)), mozemo opisati pomocu
Takadevog modela histerezisa i Hevisajdove funkcije h(-),

o) = 1. (q@)h (dq“)j £ (q)h ( dq“)j (14)

U slu¢aju kada je HL u ¢-q ravni, i kada je g dato sa (11),
parametar b, (10) se moze izracunati iz preseka dve
grane histerezisa, u dve tacke (dva “Spica histerezisa”) u
kojima je f, (q(t)) = f_(q(t)). U desnoj gornjoj preseénoj
tacki za b; dobijamo

B
by =—>(tanh (C, (o +2,)) ~ tanh (C, (d = ))). (15)
a u donjoj levoj presecnoj tacki
b, :i(tanh(c0 [qo _2, +aOD
2 1)
(16)
2 m

o))

odakle sledi da pocetni uslov mora biti go=In/c» da bi
histerezisna petlja bila simetri¢na i zatvorena.

Izvod po vremenu jednaéine (14) daje
dp(a(t)) _ d

dt f+(0|(t)) ()-h[aq(t)J_,_
tay )5( a0

d d d
aat <q<t)>dtq<t)-h(—aq<t>j
dZ
-t (@) - a0 a0,
(17)
gde su h(:) i J(-) oznake za Hevisajdovu i Dirakovu

funkciju, respektivno. Iz prethodnog izraza, izdvojimo
sabirke koji sadrze Dirakove impulse,

d2

o~ 1. (a0 Sa(t) | Sza(0)-
(a0 a0 3

U onome $to sledi, pokazacemo da je izraz (18) jednak
nuli. U izrazu (18) se javljaju Dirakovi impulsi sloZene
funkcije, koji se izratunavaju na slede¢i nacin

1

u() =

(18)

S(f(t)=Y—— 5(t-t), (19)
1, d
C ()
dt o,
gde su t, nule funkcije f(t), tj. f(t)=0.
Kori$¢enjem osobine parnosti Dirakovog impulsa,

d(X)=d(-x), i osobine (19), za f(t)=q(t)=Insin(wt) sledi

6[%q(t)j= (——q()} S(1,sinewt)=
Z L s(t-t,).

(20)

da I, sinot
dt
t=t,

U prethodnom izrazu (20), trenuci tx predstavljaju nule
funkcije I, sinwt, kojih ima beskona¢no mnogo,

l,sihnot=0—t, =0, +— +2—ﬂ :k—” kel. (21)
0 1)
Uvrstavajuci (21) u (20), (20) dobija oblik
dg(t
5[ q( )]:Z ! S(t—tk):
- Slt=22
wk—z:‘oo ( j
Koriste¢i (22) i (13), izraz (18) se moze predstaviti
da(t
o=o{ | G a0)- 1 a) -
(23)

| wcoswt[ 3 S(t—_jj( (a(®)-f(a(t))).

k= -0

U izvodenju nam je potrebna osobina odabiranja
Dirakovog impulsa,

f(t)ys(t-T)=f(T)s(t-T)

u tackama ti=T=const. Oznadimo razliku pozitivne i
negativne grane histerezisa u (23) sa f(q(t)),

(24)

faw)=f.(a(t))-f (a(t)). (25)
Koriste¢i (24) i (25), jednacina (23) postaje
={ i 5(t—%n(coswt- f(a))]ey, - (26)

Razlika pozitivne i negativne grane histerezisa (25) u
tackama odabiranja tx jednaka je

t@)=(f, (a(t))-f (a(t)))=
B, tanh (C, (a(t,) -a,))-
B, tanh (C, (q(t,) +a,))+ 2b,

Rastavimo izraz (27) u dva slucaja:

(27)

(=0.+27 10T
w w

k=2n,nel. U ovim tatkama vrednost cosat,, je

Im
q(th) =0 _Z(l_l) =0,

Slu¢aj 1, kada je k parno tj.

jednaka jedinici, odnosno,

sledi da je izraz (27)

f (Q(tzn)) =B, tanh (Co (QU - aﬂ)) - B, tanh (Co (qo + ao)) + (28)
Bo(tanh(c0 (g +3,))—tanh(Cy(q, - ))) =0.

3_7r

w

k=2n+1nel. U ovim tatkama vrednost cosat,,, je

Slu¢aj 2, kada je k neparno tj. k=+=, +

SR
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minus jedan, a naelektrisanje je q(t,,,,) =0, —2'—m =—0,.
(0]

Kori$éenjem osobine neparnosti tanh(:) funkcije, tanh(-
X)=—tanh(x), izraz (27) i u ovom slu¢aju biva jednak nuli,
F((tyn.1)) = By tanh (Cy (= — 2, )) -

B, tanh (C, (-0, +3,))+
B, tanh (C, (q, +a, )) -

B, tanh (C, (g, —a,)) =0

Sumirajuc¢i dva slucaja (28) i (29), izraz (27) postaje

jednak nuli, a time i izraz (18) postaje takode jednak nuli.

Bududi da je napon na memristoru jednak u(t)=de(t)/dt, a
struja i(t)=dq(t)/dt, izraz (17) se moze napisati u obliku

(29)

u(t) :[%Z(t))h(i(t)H%g(t))h(—i(t)) i(t), (30)

odnosno
u(t) =M(a,i)-i(), (31)

gde je memristansa M(q,i) memristora koji ima HL u ¢-q
ravni jednaka prvom ¢iniocu u zagradi izraza (30). Na
osnovu izvrsenih analiza mozemo zakljuciti da izvod po
vremenu HL-a u ¢-q ravni memristora, rezultuje pojavom
PHL-a u u-i ravni memristora.

Radi ilustracije dobijenih rezultata, polazna parametarska
jednacina (14) za HL u ¢-q ravni je prikazana na Slici 5, a
rezultuju¢a parametarska jednac¢ina (30) za PHL u u-i
ravni memristora je prikazana na Slici 6.

HL u ¢-q ravni
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Slika5.  HL memristora u ¢-q ravni. Vrednosti parametara I,=1,
w=1, qulm/w, Bo=1, Cozl, ao=1, q(t)qu- Im/w(l-cosmt).
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Slika6.  PHL u u-i ravni memristora. VVrednosti parametara I,=1,
=1, qo=In/w, Bo=1, Co=1, ap=1, q(t)=0o- In/w(1-coswt).

Kao prateci rezultat sprovedene analize, kao nov rezultat
ovog rada, iz parametarske jednacine za HL

fi (x(1)) = fHL+(x(t))-h(%x(t)]+

] . ®
fu (x(O)0 - 5100
izvedena je parametarska jednacina za PHL
d d
o (X(0) = 5 o, (x(O) 0 S0 -
33

d

S (x(t))h[—%x(t))

kao glavni rezultat i doprinos ovog rada.

6. ZAKLJUCAK

U ovom radu je izvedena parametarska jednacina za
ustinutu histerezisnu petlju, i uspostavljena njena veza sa
klasicnom  histerezisnom  petljom  modelovanom
koris¢enjem Takacevog modela. Rezultat je dobijen u
kontekstu matematickog modelovanja memristora Koji
ima slozenu histerezisnu nelinearnost u  fluks-
naelektrisanje ravni.
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