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MODELIRANJE I UPRAVLJANJE SISTEMOM SA INVERZNIM KLATNOM NA
KOLICIMA

MODELING AND CONTROL OF A CART WITH INVERTED PENDULUM
Zofia Galac, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast - ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO

Kratak sadrzaj — U okviru ovog rada je obraden sistem
sa inverznim klatnom na kolicima. Izrv§eno je modelovanje
sistema i dobijeni su nelinearni i linearizovan model.
Ispitivane su dve tehnike upravljanja: PID regulator i
linearizacija u povratnoj sprezi (feedback linearizacija).
Izvrsena je simulacija rada ovakvih sistema i analizirane
su prednosti i nedostatci predlozenih tehnika.

Klju¢ne reci: Inverzno klatno na kolicima, Linearni
model, Nelinearni model, PID regulator, Feedback
linearizacija

Abstract — As part of this work, a system with an inverted
pendulum on a cart was studied. The system was modeled,
resulting in both nonlinear and linearized models. Two
control techniques were examined: PID control and
feedback linearization. Simulations of such systems were
carried out, and the advantages and disadvantages of the
control techniques were analyzed.

Keywords: Inverted pendulum on a cart, Linear model,
Nonlinear model, PID controller, Feedback linearization

1. UVOD

Modelovanje omogucava da sloZeni realni sistemi budu
predstavljeni na pojednostavljen nacin i ima klju¢nu ulogu
u pribavljanju informacija o ponaSanju sistema bez
stvarnog  eksperimentisanja u realnom vremenu.
Simulacijama nad modelom moZemo optimizovati stvarni
model, istraziti najbolje parametre, strategije, mogu da se
posmatraju uticaji razli¢itih regulatora i kontrolnih tehnika.
Eksperimentisanje na modelu je znatno bezbednije,
izvodljivije, brze 1 jeftinje u poredenju sa
eksperimentisanjem na stvarnom sistemu [1].

Motivacija za ovaj rad bilo je ispitivanje razlika izmedu
linearizovanog i nelinearnog modela inverznog klatna na
kolicima pri primeni upravljanja na nivou simulacija. U tu
svrhu, u okviru rada bi¢e analizirana efikasnost upravljanja
pomocu PID regulatora linearnim i nelinearnim modelom
sa ciljem da se klatno vrati u gornji vertikalni polozaj.
Takode, bic¢e ispitana mogucénost primene linearizacije u
povratnoj sprezi (koju ¢emo u nastavku zvati prema
egleskom nazivu, feedback linearizacija).
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2. MATERIJAL 1 METOD RADA
2.1. Model sistema

Sistem inverznog klatna na kolicima se sastoji od kolica
koje se mogu pomerati horizontalno i od klatna koje je
pri¢vrséeno za kolica jednim svojim krajem. Kao rezultat,
klatno se moze kretati samo u ravni kretanja kolica [2].

Sistem inverznog klatna na kolicima je nelinearan sistem
sa dve ravnotezne tacke: jedna stabilna (6 = 0) i jedna
nestabilna ( 8 = 180°). Zbog inherentne nestabilnosti
potrebno je primeniti silu kako bi se odrzao uspravan
polozaj §to je i cilj ovog rada [3].

Prilikom analize sistema, potrebno je izvrsiti razlaganje
sistema i posebno posmatrati sile koje deluju na kolica i na
klatno (Slika 1). Parametri sistema su sledeci:
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Slika 1. Prikaz sila koje deluju na kolica i klatno [4]

M — Masa kolica [kg]

m — Masa klatna [kg]

b — Koeficijent trenja kolica [Ns/m]

I — Maseni moment inercije klatna [kg - m?]

g — Gravitaciona sila [m/s?]

[ — Duzina od kraja klatna do centra mase klatna [m]
F — Sila koja deluje na kolica [N]

x — Polozaj kolica [m]

6 — Ugao klatna u odnosu na vertikalnu osu [°]
N — Horizontalna komponenta sile reakcije

P — Vertikalna komponenta sile reakcije

Posmatraju¢i sile koje deluju u horizontalnom pravcu na
kolica, dobija se jednacina
Mx+bx+N=F. (2.1)
Odatle sledi
. (F=N-bx)
A= (2.2)
Sumiraju¢i sile koje deluju u vertikalnom pravcu na kolica
ne dobiju se korisni podaci, samim tim nema potrebe da se

posmatra ovaj slucaj [5].

Na klatno u horizontalnom pravcu deluje inerciona sila,
tangencijalna sila i centripetalna sila i zapisuje se kao

1041


https://doi.org/10.24867/32BE26Galac

N = m¥ — ml6Z%sin(0) + mlécos(H).
Zamenom izraza (2.3) u (2.2) i sredivanjem dobije se
(M 4+ m)#% + bx + mlfcos(8) —mlA?sin(8) = F, (2.4)

i ona predstavlja prvu jednacinu modela sistema.

(2.3)

Prilikom analize uticaja sila u vertikalnom pravcu na
klatno, dolazi se do jednacine

Psin(8) + Ncos(8) —mgsin(#) = mlf + mx cos(6).

(2.5)
Sabiranjem momenata oko tezine klatna dobije se
—Nlcos(8) — Plsin(0) = 61, (2.6)
iz ¢ega moze da se izrazi
61 + Nlcos(6)
== 2.7)

—Isin(8)
Nakon §to se (2.7) uvrsti u (2.5) i sredi, dobije se
(I + ml?)8 + mglsin(8) = —mlcos(8)% (2.8)

i ona predstavlja drugu jednacinu modela [6].

2.1.1. Linearizacija oko pozicije 0=n

Za dobijanje funkcije prenosa i za simuliranje modela u
Simulinku neophodno je izvrsiti linearizaciju. Posto se
klatno stabilizuje u nestabilnoj ravnoteznoj tacki, jednacine
treba linearizovati oko 8 = m i pretpostavlja se

0 =mn+ ¢, 2.9)
gde ¢ predstavlja mali ugao odstupanja od gornjeg
vertikalnog polozaja .

Pod pretpostavkom da se klatno pomera u malim uglovima,
mogu se zapisati aproksimacije

cos(@) = cos(m+ ¢p) = —1, (2.10)
sin(6) = sin(m + ¢) ~ —¢, (2.11)
0% = ¢$2 = 0. (2.12)

Nakon zamene aproksimacija u nelinearne jednacine (2.8)
i(2.4), dobiju se dve linearizovane jednacine
(I +ml?)$ — mglp = mlx, (2.13)
(M + m)x + bx —mld = u, (2.14)
gde se umesto oznake F' prelazi na oznaku u, jer sila F' u
kontekstu upravljanja predstavlja ulazni signal u [7].

2.2. PID

PID regulator se dobije objedinjavanjem proporcionalnog,
integralnog i diferencijalnog dejstva. Zapisuje se u formi
t

PID(t) = Kpe(t) + KiJO e(t)dt + Ky dz(tt)'
gde K, predstavlja pojaCanje, K; integracionu konstantu,
K, diferencijalnu konstantu i e(t) oznacava gresku. U
industriji parametri PID regulatora se vrlo ¢esto odreduju
na empirijski nacin. Proporcionalno dejstvo utice na vreme
uspona i nikada ne elimini$e gresku u ustaljenom stanju.
Integralno dejstvo smanjuje gresku u ustaljenom stanju ali
moze loSe uticati na odziv sistema u prelaznom rezZimu.
Diferencijalno dejstvo poboljSava odziv sistema u
prelaznom rezimu, smanjuje preskok i pozitivno utice na
stabilnsot sistema [8].

(2.21)

2.3. Feedback linearizacija

Cilj feedback linearizacije je da se nelinearni sistem
primenom upravljanja u povratnoj sprezi transformise u
linearan. Nelinearni sistemi u sebi sadrZe nelinearnosti, a
upravljanje treba da se bira tako da ponisti te nelinearnosti.
Nakon ponistavanja nelinearnosti, sistem postaje linearan

[]

Sistem jednacina inverznog klatna na kolicima moze da se

izrazi u matri¢nom obliku

[ M+m mlcos(@)] [x] _ [u — bx + mlsin(@)éz]
mlcos(8) I+ mi? [lg]~ —mglsin(8) ’

(2.22)

odakle moze da se izrazi
(I + mi?)(u — bx + misin(6)8?) + (ml)? sin(8) cos(8) g

X _ r
[é] " | =micos(®) (u — bx + mlsin(8)6% — (M + m)mglsin(Q)) I

r

(2.23)
gde je
r=Mml? + (M +m)I + (ml)? (sin(9))%. (2.24)
Kori$éenjem X; = x, X, = %, X3 = 0iX, = 0 kao
promenljivih stanja moZe da se koristi zapis

e
X = | %2 _Ig = f(X) + g(X)u =
g

4

X
(I + mI?)(=bx + misin(0)6?) + (ml)? sin(0) cos(6) g

!

—mlcos(8) (—bJ’c + mlisin(8)62% — (M + m)mglsin(@))

r

0
1 +ml?
+ r u, (2.25)
0
[—mlcos(&)J
r
y=h(X)=[0010]X. (2.26)

Da bi se uspesno oda‘t?'rao upravljacki signal, potrebno je
da se izrazi i analizira 8 iz (2.25):
 —mlcos(8) (—bx + mlsin(0)6% — (M + m)mglsin(e))
0= Mm% + (M + m)I + (ml)? (sin(9))?
mlcos(0)

" Mm% + (M +m)I + (ml)? (sin(0))? .
Potrebno je odabrati upravljacki signal u tako da eliminise
sve nelinearnosti u izrazu (2.27):

Mm% + (M +m)I + (ml)? (sin(6))?
B mlcos(8) .
( —mlcos(8) (—ba’c + misin(0)62% — (M + m)mglsin(&))

u. (2.27)

u =

Mml2 + (M +m)I + (ml)? (sin(0))?

+ Kieg + Ky€p + 9&), (2.28)
gde je greska jednaka razlici Zeljenog ugla 6, 1 izmerenog
ugla@,tj.eg =6, — 6.
Nakon §to se dobijeno upravljanje uvrsti u jednacinu
(2.27), dobije se

0 = Kieg + K,€g + 84, (2.29)
i ona viSe ne sadrzi nelinearnosti. Nakon toga prelazi se na
izbor adekvatne upravljacke kontrole. U ovom slucaju
primenjuje se metoda podesavanja polova i dobije se K; =
w?i K, = 2w. K, i K, predstavljaju svojstvene vrednosti
sistema, odnosno polove karakteristicne jednacine, a w
predstavlja realnu vrednost dvostrukog pola tj. mesto pola
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na realnoj osi kompleksne ravni. Kada se svojstvene
vrednosti sistema nalaze u levoj polovini kompleksne ravni
tj. ako je w <0, sistem ¢e konvergirati ka zeljenoj
vrednosti tj. greSka ¢e konvergirati ka nuli eg(t) — 0 [10]:

3. REZULTATI I DISKUSIJA
3.1. Linearizovan sistem sa PID regulacijom

Parametri PID regulatora su odredeni na empirijski nacin i
one iznose: K, = 15K, = 2,K; = 2.

Analiziranjem dobijenih rezultata moze da se zakljuci dau
slucaju kada je —38° < ¢p < 38° linearizacija je u potpunosti
upotrebljiva i PID regulacija moze da vrati klatno u
uspravan polozaj koji odstupa od 180° za malu vrednost
reda veli¢ine 1073,

Za uglove ¢ > 38° i ¢p < —38° kombinacija linearizacije i
PID regulacije je i dalje efikasna, klatno vraca u uspravan
polozaj. Ipak, u poredenju sa prethodnim slucajem,
odstupanje od Zeljene pozicije je veceg reda velicine, iako
je priblizno jednaka 0°. Vazno je naglasiti, ako je sistem
daleko od radne tacke u kojoj je model linearizovan, onda
to viSe nije realan prikaz rada sistema, jer linearizacija
unosi znacajnu greSku. Na Slici 2 su prikazani rezultati
simulacije za i ¢ =40°.

2 4

I L L I
[ 0s 1 15 ] 25 3 s 4 45 5

Slika 2. Rezultati simulacije (pozicija kolica, ugao klatna
i upravljanje) za ¢ = 40°.

Brzi skok upravljackog signala ukazuje da je sistem imao
inicijalno odstupanje koje je zahtevalo snaznu korekciju.
Na osnovu smirenja upravljackog signala zakljucujemo da
je sistem doveden u stabilno stanje i nije viSe potrebna
aktivna regulacija.

U svim simulacijama kolica se pomeraju radi korekcije
nagiba klatna i nemaju mehanizam za vracanje u pocetnu
poziciju. Upravljanje uti¢e na poziciju kolica, ali u okviru
ovog rada nije razmatrano. Ukoliko je klatno izmesteno iz
ravnoteznog polozaja ulevo, kolica se kre¢u u levom
smeru, analogno, izmeStanjem klatna udesno, kolica se
pomeraju u desnom smeru da bi vratili klatno u gornje
ravnotezno stanje. Ponasanje kolica je identi¢no i u slu¢aju
nelinearnog sistema sa PID regulacijom (poglavlje 3.2) i u
slu¢aju feedback linearizacije (poglavlje 3.3).

3.2. Nelinearan sistem sa PID regulacijom

Parametri PID regulatora su odredeni na empirijski nacin i
one iznose: K, = 15,K; = 2,K; = 2.

Prilikom simulacija gde je —39° < ¢ < 39° PID regulacija
uspesno vrac¢a klatno u uspravan polozaj, klatno odstupa od
180° za malu vrednost reda veli¢ine 1073,

Ukoliko je —80° < ¢ < —40° ili 80° < ¢ < 40 nakon PID
regulacije odstupanja klatna od 180° su vecege reda od
prethodnog slucaja, ali rezultati su i dalje priblizno jednaki
nuli. Na Slici 3 su prikazani rezultati simulacije za i ¢ =
40°.

L L
28 3

Slika 3. Rezultati simulacije (pozicija kolica, ugao klatna
i upravijanje) za ¢ = 40°.

U slucaju kada je ¢ > 80°, PID regulacija ne moze da vrati
klatno u uspravan ili priblizno uspravan polozaj. Postoje
znacajne oscilacije i kod pozicije kolica, ugla klatna i
upravljanja, §to se i vidi na Slici 4 za ¢ = 85°.

-200)
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Slika 4. Rezultati simulacije (pozicija kolica, ugao klatna
i upravljanje) za ¢ = 85°.

3.3. Feedback linearizacija

Na osnovu rezultata moze da se zaklju¢i da je metod
feedback linearizacije efikasan, ali mu je potrebno
odredeno vreme da klatno dovede u referentni polozaj. Za
pocetna izmesStanja uglova ve¢a od ¢ = 15°, vieme od t =
2.5 s nije dovoljno da se klatno vrati u referentni polozaj.
Ipak, u trenutku t = 7.5 s, vrednosti uglova su veoma
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male, §to ukazuje na to da se klatno nakon svakog pocetnog
pomeraja uspesno vraca na 180°.

Na Slici 5 je prikazan rezultat simulacije za ¢ = 40° i
jasno se vidi da je klatno vraceno u referentni polozaj.

pozici kokca (x)
g0 (phi)
upraviiatks signal fu) | |

0 L L
] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Slika 5. Rezultati feedback linearizacije (pozicija kolica,
ugao klatna i upravljanje) za ¢ = 40°.
U slucaju velikih pocetnih pomeraja kao Sto je ¢ = 160°,
upravljanje uzima jako velike vrednosti i ne moze se fizicki
implementirati. Zbog toga se dodaje saturacija (sa
granicama 100 i —100) na upravljanje. Nakon primene
saturacije klatno se i dalje vra¢a na 180°.

Moze se desiti da do t = 10 s kolica dostignu veliku
udaljenost kao S$to je -235 m za ¢ = 80°, a to nije fizicki
izvodljivo i potrebno je i ogranicenje pozicije uzeti u obzir.
Smetnje mogu da se jave i tokom simulacija. Za primer
uzimamo slucaj kada je klatno na pocetku simulacije
izmesteno za ¢ = 30° i na njega deluje impuls u trenutku
t=5s. U Tabeli 1 su analizirani dobijeni rezultati
polozaja klatna za razli¢ite vrednosti amplitude i Sirine
impulsa. Jasno se vidi da su rezultati zadovoljavajuéi i da
feedback linearizacija uspesno vrac¢a klatno na 180°.

Tabela 1. Pomeraj klatna [°] u odnosu na 180° u trenutku
t = 15 s, kada je pocetno pomeranje ¢ = 30 i na njega
deluje impuls u trenutkut =5 s.

Amplituda impulsa
1 5 20 100
irina 1 | -0.0000005 | -0.0000029 | -0.0000137 | -0.0000414
imp. 10 | -0.0000138 | -0.0000645 | -0.0000855 | -0.0003933
[%] 30 | -0.0005710 | -0.0026827 | -0.0051160 | -0.0035069

Za vece vrednosti amplitude 1 Sirine impulsa nastaje
upravljanje koje nije moguée realizovati u svakom realnom
sistemu. Samim tim ove slucajeve bi trebalo analizirati
primenom saturacije na upravljanje, ali to prevazilazi
okvire ovog rada

4. ZAKLJUCAK

U slucaju linearizovanog modela sa PID regulacijom
klatno se uspesno vraca u gornji ravnotezni polozaj za sva
pocetna izmeStanja. Vazno je naglasiti da sami rezultati
jesu zadovoljavajuéi, ali da linearizovani model nije
adekvatan ako se posmatra daleko od radne tacke, jer time
ne odslikava realno ponasanje sistema.

Prilikom nelinearnog modela sa PID regulacijom za
—80° < ¢ < 80° klatno se vraca na 180°. Ukoliko je ¢ >

80°ili ¢ < —80°, klatno ne moze da se vrati u referentni
polozaj (180°) i osciluje. Dakle, mozemo zakljuciti da
primena PID regulatora na nelinearizovani model (realan
sistem) ima izvesna ograni¢enja po pitanju opsega radnih
parametara, odnosno pocetnog polozaja klatna.

Feedback linearizacija se efikasno moze primeniti
nezavisno od veli¢ine pocetnog pomeranja ¢ i nezavisno
od smetnje tokom simulacije. Feedback linearizacija
uspeSno ponistava nelinearnosti sistema i klatno se u
svakom slucaju vrati u referentni polozaj, ali potrebno je
obratiti paznju na mogucénost fizicke realizacije, jer u
pojedinim sluCajevima upravljanje ima jako velike
vrednosti koje nisu izvodljive u realnom okruzenju.
Sveukupno govoreéi, ova tehnika upravljanja je sa
teorijskog aspekta najuspesnija, jer ne zavisi od pocetnog
polozaja klatna. Sa druge strane, po pitanju prakti¢ne
implemenatcije ove tehnike, moZze se reci da je ona nesto
komplikovanija u odnosu na linearni (PID) regulator.
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